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TEMA 5: DERIVADAS

1) Derivada de vna foncion en on punto

Sea f(x) vna foncion real de variable real y sea a un ndmero reol.

Sla+h)— f(a)
h

Se dice que f(x) es derivable en el punto a <> existe el !mg

A este limite se le denota por f'(a) y se llama derivada de f(x)enel ponto x =a

Por tanto: f'(a)=1lim Sfla+ h;_f(“)

h—0

Si eyiste la derivada de vna foncion en on punto, serd vn ndmero real. Si no existe este limite, se dice
gue la foncion gue no es derivable en el punto a. Intuitivamente significa, bien que la grafica de la foncion
se rompe en ese ponto, es decir, es discontinua, bien que en el ponto = la foncion cambia broscamente
de direccion.

> Ejemplo 1. Sealafoncion f(x)=x*.Veamos que la foncion es derivable en el ponto x =3.
Calcolemos el limite correspondiente aplicando la definicion de derivada:

2 2 2 2 2
F@+h) - @) . @+h)?-@ |, F+6h+h’-9  6h+h
h h—0 h h—0 h h—0 h

f(3)=lim = lim(6+h) =6

Por tanto la derivada de la foncion f(x) = x* enel ponto x =3 es 6.

Importante: Siempre que nos pidan la derivada de vna foncion en on ponto otilizando la definicion de
derivada, se aplicard la formola anterior, y de los términos del nomerador se extrae h factor comon,
quedando una expresion que siempre es divisible por la h del denominador para eliminarla (si no se va,
es que hemos fallado en algdn calcolo)

Derivadas loterales en un punto

AL tim f@ - @ _

h—0~

AL tim T@+-f(@) _

h—0+

(') (a) se le lama derivada por la izguierda de <=> en el punto

(') (a)se le lama derivada por la derecha de <=> en el punto =

Entonces, para que vna foncion <=> sea derivable en el punto . debe existir la derivada por la
izguierda y la derivada por la derecha y coincidir. Las derivadas por la izquierda y por la derecha se
llaman derivadas laterales. Esta propiedad se aplica en el célcolo de derivadas de las fonciones definidas
a trozos.
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> Ejemplo 2. Calcolar la derivada de la foncion f(x) =|x| enelpunto x =0

Recordemos que la foncion f (x) =|x| se puede escribir de la forma siguiente:

- i 0
f(x):{ X s!x<
X SI x>0

Calcvlemos f'(0)

lim—=-1
- - h_O h —0
f'(0)=Iimf(O+h) MO _jjm £) f(o):limH =|imU= e
h—0 h h—0 h h-0 | h—0 h . h
lim —= 1
h-0t h

Por tanto, al no coincidir las derivadas laterales, no existe f'(0)y la foncion f(x) =|x| no serd
derivable en el ponto x =0 _Si la representamos graficamente, observamos que en el punto x =0

la grafica cambia broscamente de direccion: v

Una foncion <= es derivable en un intervalo abierto (a,b)si lo es en todos los puntos de dicho
intervalo.

> Ejemplo 3 de derivacion:

- La derivada de coalguier foncion constante vale O en coalguier punto > f(x)=c , ceR
£ (a) = lim1 ) =T@ ;=€ i % _jimo=o
En efecto: X—a X—a X—a X—a X—a X—a X—a

- Laderivada de la foncion ) = % en cualguier punto vale 1.

f(a) = lim Q)= T@) i X238 g

X—a X—a X—a X—a X—a

- Ejemplo de derivada de on polinomio: Derivada de f(x) = %2 + 3x — 1 en el ponto x = 2.

— 2 _1_(92 _ 2 a ) B
f'(2)=|imf(x) f(2)=|imx +3x-1-(2°+3.2 1)=“mx +3x-1 9=”mx +3x-10 _
X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X —2

2
. -10 . -2). _
_lim X +3%x=10_ .mw:.,m(x+5):7
X—2 X—2 X—>2 X — X—52

T
0
0
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- Ejemplo de derivada de una funcion en coalgoier punto: y = 3
) = i f(a+/z)—f(a)_l_ (x+/z)3—x3_l_ x3+3x2/z+3x/22+/z3—x3_
o= I~ 7 -
 AQBx% 4+ 3xa+ /)
lim = 3x?
/-0 /2

2) Derivabilidad y continvidad

Si vna foncion es derivable en on ponto, entonces es continva en ese ponto.

Derivable = Continva

Sin embargo, no se cumple siempre el reciproco, pvesto gue hay funciones continvas en ciertos pontos,
en los que no hay derivada. (Ver el caso de f (x)=|x| enel ponto x =0)
Derivable ¢+ Continva

Criterio de no derivabilidad: El resoltado anterior nos permite asegorar que si vna foncion no es
continoa en on ponto, no puede ser derivable en él. Se estodiard, por tanto, siempre la continvidad.

3) Interpretacion geométrica de la derivada

Si observamos la siguiente grafica:

fat+h}

A —

La pendiente de la recta PQ, secante a la corva, viene dada por:  Mpq = é = f(aLZf@!)

Si vemos lo que ocurre grdficamente al calcolar el limite, es decir, coando tomamos dos puntos tan
proximos que h—0, a+h tenderd a2 y el ponto Q tiende a desplazarse a los pontos Q') Q") etc.
Acercandose al punto P, y en el limite coincidira con él, con lo que la recta secante PQ, en el limite,

tiende a la recta tangente r a la corva en el ponto P.
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fra-+hy

f(a) 4

|
a at+h
Entonces, coando h— 0 la recta secante tiende a la recta tangente, y la pendiente de la recta secante
_f(a+h)-f(a) f(a+h)-f(a)

PQ — h
derivada de la foncion en el punto f'(a) :

,queesla

tiende a la pendiente de la recta tangente m = LIn;I

La derivada de una foncion f(x) en on punto x=a, coincide con la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la foncion ese ponto (a, f(a)) :

frl@=m

4) Operaciones con fonciones derivables.

Si- <> yg(x) son funciones derivables en un punto »+ y ¢ es vna constante (¢ e R), entonces la suma,
diferencia, prodocto por on ndmero real, prodocto y cociente de fonciones polindmicas son derivables y
sus derivadas se calcolan por las reglas siguientes:

1. Laderivada de una suma (o diferencia) de fonciones es la suma (diferencia) de las derivadas.
(f£9)'(x)=fF'(x)£g'(x)

2. La derivada de un prodocto de una constante k por vna foncion, es la constante por la derivada
de la foncion. (k.£)'(x) = k. (%)

3. Laderivada de un producto de dos fonciones es igual a la derivada de la primera foncion por la
segunda sin derivar mas la primera foncion sin derivar por la derivada de la segunda.

(f.9)'(x) = f(x).9(x) + f(x).9'(x)

4. Laderivada de un cociente de dos funciones es igual al cociente entre la derivada de la primera
por la segunda sin derivar menos la primera sin derivar por la derivada de la segunda y el
cvadrado de la segunda sin derivar

Ly = FXBOI = TG0 5 g(x) 20 vx e R
g 9°(x)
Por tanto, un cociente de dos funciones derivables (por ejemplo un cociente de dos funciones
polindmicas) serd derivable en todos los puntos en que no se anvle el denominador.

5) Derivadas de las fonciones elementales.

Aplicando la definicion de derivada a coalguier obtenemos las siguientes reglas de derivacion, que
resumimos en vna tabla que llamaremos tabla de derivados inmediatas:
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TABLA DE DERIVADAS INMEDIATAS

FUNCION DERIVADA EJEMPLOS
Constante
v=Ek | ¥=10 I] y=8 | y'=0
Identidad
V=X | V=1 I] y=x | v'=1
Potenciales
n n— T ' &
V=x Vv=nx V=x vi="Tx
v = J; ¥=- -.'_ =5 Y- ———5
= Ly X Ly DX
. . 1 .- : 1
1_-::”{; _]-_ ol i :":l_'-f'_. ¥ N
- i x (3x
ﬂperacmnes
y=kx V'=k V= 31" y'=35x*
Y=u+v-—wu V'=u'+v'—w' —Ix+5 V'=32x-2
— . . . 2
V= V=uv+uy cosx V'=2x-cosx + x" -(—senx)
u Louv—uy 2t L 2Rt -0 -2x A
¥=— V= = P ] l
v " v T X1 (o -1
Bgponenciales
_ X A X Ixi-1 2xt—
Vv=e Vv=a yv=ea V=@ (6x)
P : <3r—4 T -
v=a v'=a" lna y=5" V'=5""-(In35)3
Logaritmicas
. - 1 -
v=Inx ¥'= =In{x" + 7x) y'= Rx+7)
X X +/x
1 . 1
v=log, x V="log e v=log,(5x+7) ¥= (log, £)3
X - st Sy+7
Trigonométricas
V= senx V'=cosx V=>s5emnsx V'=(cos3x)5
V=cCosx V'=—senx v =cos3x’ 1-":(—.5-2;"333:1)63:
— 7 2 o i 1~
y=Igx V'=sec x v=1g7x 1'=(sec’ 7x)7
y=cosecx | V'=-—cosecx-cotgx V = Cosecx V'=—cosecx cotgx 2x
VM =secx V'=secxigx v =secx’ V'= secx';-z.‘gx’: Ix?
5 . - 3 —
Yy =cotgx V'=—cosec x v =cotg(4x+5) v'=—cosec (4x+3)4
1 -
- .
V= arccosx V'=- ! 2 _19 '=
J x ot v =arccos(3x —2x)
L 1 _
¥ =arctgx V= - V= arcig3x
1+x°
L _ 1 s
)y =arccosecx ¥=-— 1 ¥V =arccosacix”
et —
: _ . 1
M =arcsecx y= < vV =arcsecyx
et =1 -
V =arccotgx ¥=— 1 R — to3x?
2 ] 142 v =arccotgix
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x3—x?
x?+1

> Ejemplo 4: Halla la derivada de y =

Se trata de un cociente de fonciones polindmicas.
Aplicando las reglas que conocemos (derivada de on polinomio y de vn cociente), tenemos:

L (BXE=2%).(F+D) - (X3 - x%).2x  3x*+3x7 —2x® —2x—2x* +2x°  x*+3x° - 2x
(x*+1)? (x*+1)? (x*+1)?

> Ejemplo 5: Estodiar la derivabilidad de la foncion:

X si x<0 1 si x<0
f(x)=< x+1 si0<x<1 entonces f(x)=21 si0<x<l1
x2+1 six>1 2X  si x>1

Siempre gque se pida la derivabilidad en este tipo de fonciones (definidas a trozos), hay que estodiar
primero la continvidad, pues si no es continua no puede ser derivable.
Por ser fonciones polinémicas, las fonciones son continvas y también derivables en todos los puntos
de R a excepcion del O y el 1 gue hay que estudiarlos por separado.
e Enelpuntox=0, es discontinva puesto que el limite por la izguierda es O y el limite por la derecha
es 1,y avngue las derivadas laterales coinciden, no es derivable, ya que no es continoa, por eso es
necesario estodiar primero la continvidad.

Continvidad:

e Enelpontox=1 ellimite por laizquierda y el limite por la derecha valen 2, y por tanto es continoa.
Sin embargo, vemos que no es derivable (graficamente se observa un cambio brusco de pendiente)

lim x +1 =2 £ 0)=1
Continvidad: Derivabilidad:
lil‘{l+x2+1=2 f'=21=2
Y
1 frO)=f ()

1 Por tanto, la foncion es derivable en R—{0,1}
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5.). Derivados sucesivas
Dada ona foncion <=> derivable, podemos hallar sv derivada f'(X). Si esta a sv vez es derivable
podemos hallar sv derivada (f')'(X) que abreviaremos f "(X) y lamaremos derivada segonda. Si

seguimos con el proceso obtendremos la deriva tercera f "(x), la cvarta " (x) .

5.2. Derivada de la funcién compuesta. Regla de la cadena

Se conoce como regla de la cadena la regla que nos da la derivada de vna funcion compoesta.

Sea <=> vna foncion derivable en un puntoz: y g(X) derivable en x =0 (a € R ). Entonces, la foncion
compuesta (go f)(X)es derivable en a yse comple:

(ge f)'(@)=9'(f(a).f'()

formola que aplicaremos con la variable x , ast:

(ge F)'(x)=g'(f(x)).T'(x)

> Ejemplo 6. Calcular la derivada de la foncion y = (sen x)*.

Para derivar ona foncion compuesta y = (sen x)* se deriva de foera hacia dentro, derivando
primero la potencia (afecta a todo) y moltiplicando por la derivada de la foncion que hay dentro.

Por tanto: (go f)'(x)=g'(f(x)).f '(x) =4.sen’x.cos x

> Ejemplo 7: Hallar la derivada de y = (2x° —4x)?

Para derivar ona foncion compuesta y = (2x* —4x)°, se deriva de fuera hacia dentro, derivando
primero la potencia (afecta a todo) y moltiplicando por la derivada de la foncion que hay dentro.

y'=3.(2x> —4x)*.(6x* - 4)

Nota: En el caso de la composicion de mas de dos fonciones, se procede de manera similar. Asi si la
composicion es de tres fonciones, la formola de la regla de la cadena gueda:

(hege £)'(x)=h'((ge F)(x)).9'(f(x)).T'(x)

En otras palabras, se va derivando de fuera hacia dentro, moltiplicando los resoltados hasta Uegar
a derivar la 0ltima foncion que esta en el interior de la foncion compuesta (de ahi el nombre de regla
de la cadena, pues se van encadenando sucesivamente las derivadas obtenidas).

> Ejemplo 8: Calcolar la derivada de la foncion y = /(x* +3x)*
1 3.(X* +3x)%.(2x +3)

La derivada serd: y'= ————
2./(x? +3x)° 2,J(x* +3x)°

donde hemos derivado primero la raiz (afecta a todo), después lo que hay dentro de la raiz (que es
ona potencia) y finalmente hemos derivado la foncion polindmica. Se opera y se simplifico.

3.(x*+3%x)%(2x+3) =
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3x* +sen’(3x —1)2
6
Como el denominador es vna constante, podemos escribir fy) = % - (3x% + sen3(3x — 1)?):

» Ejemplo 9: Calcolar la derivada de la foncion f (x) =

f1(x) :%.[6x+3.sen2 (3x-1)" .cos(3x~1)" 2.(3x~1) 3| =
= % : [6x +18.(3x—1).sen’ (3x —1)" .cos(3x —1)2] =
2

= x+3.(3x~1).sen? (3x—1)".cos (3x —1)

sinx

> Ejemplo10: Calcolar la derivada de la foncion f(x) =

eX

Se trata de vn cociente de fonciones:

COSX.e* —sen X.e* CosX—sen X

2x X

e

f'(x) =

5.3. Derivacion logaritmica
Hay fonciones que no se pueden derivar por simple aplicacion de las reglas de derivacion. Coando

nos dan vna foncion elevada a otra funcion, por ejemplo y = X*, vemos que es vna funcion potencial
y exponenciol a la vez.

Para s derivacion utilizaremos la técnica logaritmica que consiste en aplicar los pasos siguientes:

> Ejemplo 11: Calcolar la derivada de la foncion y =

1. Tomamos logaritmos neperianos a ambos lados de la igualdad: n y = ln

2. Aplicamos la propiedad del logaritmo de una potencio: ln y = x-ln
3. Derivamos ambos miembros. y; =Tlny+x i
4. Despejamos y~ y simplificamos: y = y-(lnx +1)

5. Sustitvimos la y por sv valor: y = ¢+ (lnx + 1)
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) Ejercicios propuestos
Derivadas inmediatas
1. Halla la foncidn derivada de:
a) f(x)-3x*-2x+5 b) f(x)=e* c) F(x)=2x3 —x2 41 d) f(x)=Inx

e) f(x)= 2x3 +§ f) f(x)=sen x

i) F(x)=4x3 3x2 12 i) Fx)=tg x

m) f(x )_ - n) f(x )= x2sen x
x2 2
p) £(x)-{x 2 q) 7()= 2

e

2. Halla la foncion derivada de:

b) f(x)=+4x® +1

49X
3

a) f(x)=(3x? + xr

x+1 ] f) f(x)=3x

e) f(x)= sen[ %3
1

i) £(x)=8x% —2x3 +3 i) £00)= be# —3x:ex

x2 \
m) £()= 252 n) ()= In b4 ~2x
2x3 1
p) f(x)=y 2x° -3 q)f(x):%x"f%xT
t) f(x)=4x5 2; u) f(x)= (x2—3x:ex
7.3 x3-3
w) flx)=-—x"+=x-1 x) f(x )—
4 x2 1
2 .4 1 x3
z) f(x)=9x°-3x"+— 1) f(x)=
3 47x2
5
3) f(x):# 4) f(x)- x*cosx
4x 6
6) f(x )7——2X+5 7) f(x)=
3 x +1

Matematicas I _2024-2025

g) f(x)= x3 _3x?2 +%

x+2

k) £(x)= 2%

f) f(x)= ‘_3

r) f(x)—

2x+3

h) f(x)=cos x
I) F(x)= xe*
o) f(x)=xInx

s) f(x)=3x -sen x

c) f(x)= e““’ d) f(x)=In(3x* - 2x)
g) F(x)- 2 =2 h) (x )= xe
x2 1
- 3x* 6x3
k) f(x)_sen{x2_1] 1) f(x )___T
4 2
n) f(x):ﬂ o) f(x)_ 3X 4
5 x2 13x
r) f(x)=e* .senx s) f(x)cos{ :X ]
x<+2

v) f(x)- sen[

x -1 J
x2+1

y) flx)-e™ 3

2) f(x)-In kx>

x*+1

5) f(x)=e x-1

A
+3x
A

8) f(x)-va2x-3x4
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3. Halla la derivada de las siguientes funciones:
. 3 \ C—
) (@)= 65 by )= —2 . o 16)- &2 +Jx, Inx d) f(x)= ln( X IJ
(x+2) x+2
3 Al
e) y:ez’“l-senx f) y—ln[ Xt ) g) vy= dx+l h)y:cosz((472
2x+1 (X _ 1) 2 /
. LR . 3x-1
i) f(x)= ‘iz —2,e% ) f(x)=
4x+2
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Continvidad y derivabilidad

NOTA: Una foncion es derivable en vn punto coando también es continva en el mismo ponto.

1. Considera la foncion definida por:

f(x) =

e six <0
2X+1 six>0

donde a es un ndmero real.
a) Calcola lim coando ¥« —0 y comproeba que f(x) es continva en x = O.

b) ;Para qué valor del parametro a la foncion fly) es derivable en x = 07
(Catalofia. Septiembre 2001. Cuestion 3)

2. Determina el valor de o, si existe, para el coal la siguiente funcion es derivable enx = O.

Ccos X six <0
fx) =1, .
X“4+a six>0

3. Calevlaa para que f sea continva en x = 2. Para el valor obtenido, ;jes f derivable en x = 27
fx) = ax’+1 six <2
e’ +2 six>2

(Galicia. Junio 2007. Blogue 3. Opcibn 1)

4. Discutir segin los valores de m la continvidad y la derivabilidad de la foncion:

3—mx? six <1
f(x) =
) i six >1
mx

(Canarias. Septiembre 2004. Opcion A. Coestion 1)

Matematicas I _2024-2025 www.academialallibreta.es 7



ACADEMIA La llibreta
= La ll]breta www.ocodemialallibreta.es
Aprendiendo a aphendet

Gron via Fernando el Catélico 23
46008 Valencio

5. Calcolar los valores de a y b para gque la foncion f (%) sea continva para todo valor de x.

3x + 2 six <0
f(x) ={x*+2acos x sio<x<m
ax’ + b Si x >

Estodiar la derivabilidad de fx) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.
(Madrid. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 2)

6. Determina los valores de a y b para gque la siguiente funcion sea derivable en todos los puntos.

(Canarias. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 2)

[bx? + ax si x < —1
a
— si—1<x <1
) =1 <X=
2
X tax+1 Si x >1
X +1

7. Halla los valores que deben tener a y b para gue la siguiente foncion sea derivable en x = O.

In (e + sen x) six <0
fx) =1, :
xX*4+ax+b six>0

8. Calcula razonadamente los valores de m y n para que la siguiente funcion sea derivable en

¥ =14,
2 .
f(x) = V25 —x s!—5§x<4
xX*+mx+n six>4
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