Matematicas I1 Septiembre 2011

PROBLEMA A.3. Dada la funcion f definida por

f(x)=x" e
Obtener razonadamente:
a) El dominio y el recorrido de la funcion f. (2 puntos)

w2 =X
b) Los valores de x donde la funcién fx)=x"e alcanza el méaximo relativo y el minimo

relativo. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de dicha funcion f. (2 puntos)

w2
d) Los valores de x donde la funcién f(x)=x"e tiene los puntos de inflexion. (2 puntos)

2 —x
e) La grafica de la curva Y =X € | explicando con detalle la obtencién de su asintota
horizontal. (2 puntos)

Solucion:

a) Dominio:
Tanto X° como ¢~ se pueden calcular para cualquier numero real x, por lo que Dom f(x)=R
Recorrido:
VxeR, xX*20 y e >0 = x’e*20.Porloque Im f(x)=[0,+0c )

b) Calculemos f’(x),

f(x)=2xe " +x’e (-])=2xe " —x’ e =(2x—x")e"

Igualamos la primera derivada a cero para buscar los posibles extremos de f(x)

2x—-x")e " =0

B x=0
como e*#0 VxeR — 2x-x'=0 — x(2—x)=0<
2-x=0 — x=2

Calculemos la segunda derivada para determinar si para estos valores de x f(x) alcanza un extremo relativo.
[ (xX)=C2-2x)e +(2x—-x")e (=) =(2-2x) e " —(2x—x")e " =(2-2x-2x+x") e =(x’ —4x+2) "

x=0, f(0)=2e"=2>0 — minimo relativo

x=2, f(2)=(4-8+2)2e’°=-2e7<0 — maximo relativo
Por lo tanto, la funcion f(x) alcanza el maximo relativo en x =2 y el minimo relativo en x = 0.

Calculemos los puntos correspondientes para usarlos en el apartado e):
para x=0, fl0)=0.¢" =0 — en (0, 0) minimo relativo
para x =2, f(2)= 2. el =4e¢? o en (2,4¢7)=(2,0'5413 ) maximo relativo

¢) Monotonia.

Debemos estudiar el signo de f"(x).
x=0
x=2

Como Y xeR, e*>0,elsignode f(x) dependede (2x—x’) que esun polinomio de 2° grado cuyas raices
son 0y 2 ycon coeficiente de x° negativo, luego el signo de f(x) es:

S
S

o b Y Por lo tanto:
S— F - Y, — f(x) es crecienteen (0,2 ) y
L f(x) es decreciente en (=0, 0 )U(2, +o0)

Por lo calculado en el apartado anterior sabemos que f'(x)=2x—x")e™ y f(x)=0 <




d) Puntos de inflexion.
Debemos estudiar el signo de la segunda derivada.
Del apartado b) sabemos que: f”(x)=(x"—4x+2)e ™"
En f"'(x) el factor e es siempre positivo, luego el signo de f"'(x) depende del otro factor que es un polinomio de
2°grado con coeficiente de x° positivo y cuyas raices son:

_4+16-8 _4%48 4+2J__2 %= 2+4/2
2 2 x,=2-+2

¥ —4x+4+2=0 —

El signo de f'(x) sera: ) %
Luegoen x=2 -2 y x=2+ V2 hay puntos de inflexion porque en ellos la segunda derivada cambia de signo.

e) Por los cdlculos realizados en los apartados anteriores, de la curva y=x’ e conocemos: dominio, imagen,
monotonia y extremos relativos. Para completar su representacion obtengamos sus puntos de corte con los ejes
coordenados y su asintotas.

Puntos de corte:
Para x =0 (calculado en el apartadob)) y=0 — (0,0)
. =0 > x=0
Para y=0 — 0=x"e¢" — — (0,0)
e =0, sin solucion pues e # 0
Asintotas:
Como el dominio de la funcion es R no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal:

2
, 2 - , X + o0 . . X . . . 2
i Y= — = — . i
Lim\x~ e Lim — indeterminado). Como e es infinito de orden superior a x° entonces
X —> oo X—>+e0 o + oo

Lim (xz e_x)= 0

X—>+oo

Lim (x2 e_x)= (—e0)” €™ = (+o0) (400) = (+0)

X—>—o00
Luego y = 0 es asintota horizontal en +oo. Como f(x) >0 (visto en apartado a)) la posicion de la curva
respecto de la asintota sera:

Con la informacion que tenemos de la curva, su representacion grafica serd:
]
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