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\ § La lllbreta

TEMA1: MATRICES Y DETERMINANTES

1) Concepto de matriz

Una matriz es un conjonto de ndmeros ordenados en filas y colomnas, y por tanto vna manera sencilla
de closificar informacion. Las matrices se escriben entre paréntesis o corchetes y se denotan por letras
mayoscolas: A, B, C...

- Por ejemplo, podemos clasificar mediante vna tabla las horas de trabajo de 2 profesores segin
la materia impartida:

Profesor A Profesor B
Matematicas 15 4
Inglés 12 5
Geografia 14 A
Pero también podria vtilizarse ona matriz: A = ig g
14 6

> Ejemplo 1: En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen 4
ventanas pegueiias y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequeiias y 4 grandes, y las L5,
6 pequeiias y 5 grandes.
Cada ventana pequeiia tiene 2 cristales y 4 bisagras, y las grandes, 4 cristales y & bisagros.

Escribe una matriz que describa:
0) Elndmero y el tamaiio de las ventanas de cada viviendo.

Peq Gr
L3(4 3
L4|5 4
L56 5

b) Elndmero de cristales y bisagras de cada tipo de ventana.

Crist. Bisagras

Peq (2 4
Gr 4 6
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Los matrices sirven también para representar los coeficientes de los sistemas de ecvaciones
lineales, como veremos en el siguiente tema. Sea el sistema:

2x+y +2 =1
X+ 2y +2=1
X+ Yy +22=1
2 1 1 2 1 11
La motriz de coeficientessera A={1 2 1| ylaampliada A*= 1 2 11
1 1 2 11 21

e Definiciones: Orden y elementos de vna matriz

Se llama orden o dimension de vna matriz al nomero de filas por el ndmero de colomnas y se representa
por m x n:

1 25
2 4 7:| : matriz de orden 2 ¥ 3, porgue tiene 2 filas y 3 columnas, y se denota M, 3

[ 2] : matriz de orden 2 ¥ 2, porque tiene 2 filas y 2 colomnas (también se denomina

1 2 matriz coadrada de orden 2), y se denota M, »

El ndmero de elementos de una matriz es mxn (efectvando la operacion). Asi la primera tiene 2-3 = &
elementos y la segunda 2-2 = 4.

En general, llamaremos matriz de m filas y n colomnas o matriz My, al conjonto de m x n ndomeros
reales ordenados en filas y columnas del modo sigviente:

on o2 Qn donde:
01 02 ... Oapn 0; son nomeros reales, y se llaman elementos de la matriz.

Cada elemento tiene dos subindices: el primero i indica la fila (entre 1y m)
Om) Om2 ... Omn y el segundo j, la colomna (entre 1y n)

> Ejemplo 2: [3 2 1] Es ona matriz de orden o dimension 2 x 3 (tiene 2 filas y 3 colomnas)

0 -1 5] Constade 2:3= ¢ elementos, que son: an=3 (fila 1, colomna 1)
mz=2 (fila1, colomna 2)
m3=1 (fila1, columna 3)
01=0 (fila 2, colomna )
022=-1(fila 2, columna 2)

023=5 (fila 2, colomna 3)
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2) Tipos de matrices

Matriz fila es la gue consta de ona sola fila y es de orden 1% n.
Ej: La matriz A= [3 1 3]95 de ordenx 3

Matriz columna es la que consta de vna Gnica colomna y es de orden mx 1.

1
Ej. 5 es de orden 3 %1
3

Matriz rectangolar es la que tiene distinto nomero de filas que de colomnas (m # n)

[3 2 5]
4 4 7 es de orden 2 ¥ 3

Matriz cvadrada es la gue tiene el mismo ndmero de filas que de colomnas (m = n)

[1 2] en este caso se dice de orden 2 (en vez de 2 v 2).
1 2

En las matrices cvadradas podemos distinguir dos diagonales:

- Diagonal principal (formada por los elementos que se encventran en la diagonal que va del
vértice superior izguierdo al vértice inferior derecho):

e Tipos de matrices cuadradas:
Triangolar 1 2 4 Triangolar 1
Superior Ia 05 Inferior 2 20
O 1
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1 0
Matriz diagonal: | O 2
0 0

0)
0] Matriz en la gue son nolos todos los elementos que no
5, son de la diagonal principal.

Matriz escalar: Matriz diagonal en la gue los elementos de la diagonal principal son iguales.

10 0| O=1coni=j

Matriz onidad o identidad: .= O 1 O | Q;=0i=j Vi Vj (paratodo iy paratodo))
0 0 1] (enladagonal principal y O el resto)

Se representa por I, , en noestro ejemplo I3, Veremos que es el elemento onidad de la
moltiplicacion de matrices, que definiremos posteriormente.

Matriz nola: Matriz coyos elementos son todos nolos y se representa por O.
0 0O
0=(0 0 O
0 0O
Matriz opvesta: Es una matriz coyos elementos son los opuestos de la matriz dada. La opvesta de A se
representa por — A.

> Ejemplo 3: La opuesta de la matriz A = [2 3] es —A= EZ ~3]
2—=1 -2

Matriz traspuesta: Es la que resolta al cambiar las filas por las columnas. Se representa por At

14
> Ejemplo4: Si A= 1 2N] su traspvestaes At= |2 5
4 50 3 0
-1 2 |aldoblarla por la diagonal principal
Simétrica: -1 3 | los elementos coinciden (o= 0;), es decir, A = At

2 3

Antisimétrica cuando coincide con la opvesta de su traspuesta, es decir: A = -At

0 3 0 0 -3 0
Lamatriz | -3 0 6| esantisimétrica, pues sv traspvestaes |3 0 -6 |, opvesta a la dada.
0 6 0 0 6 O
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Matriz idempotente: A = A2 Matriz involotiva: A% = |

Dos matrices son iguales coando tienen el mismo nomero de filas y de colomnas (misma dimension) y
los elementos que estan en la misma posicion son idénticos.

(o5) = [bu] — 0 =0 ViV

myn myn

3) Operaciones con matrices

a) Suma y diferencia de matrices

Dadas dos matrices A y B del mismo orden m x n, es decir A= (aij)mm y B= (bij)mm , se pueden
sumar (o restar), resoltando otra matriz C del mismo orden. Los elementos de esta matriz se obtienen
sumando (o restando) los elementos de A y B gue se encuentran en la misma posicion:

[aﬂ] + [b,J] = [Cijj donde C; se obtiene sumando 0 * bj

mxn mxn mxn

> Ejemplo 5:

2 3| +[-5 1 =[-3 4

2 - 0O 7 2 0
> Ejemplo &:

2 3 -5 1 2 3 N B 7 2

—_ = + =

2 - 0 7 2 0 -2 2 -8

> Ejemplo 7:

Las matrices [2 3} y {—5} no se pueden sumar, pues no tienen la mima dimension.
2 - o)

e Propiedades de la suma: Sean A, B y C matrices del mismo orden:

v' Conmotativa: A+(B+C)=(A+B)+C

v' Asociativa: A+ B=B+A

v Elelemento nevtro es la matriz nola (se representa por O), porque A+0=0+A=A
v' Euiste el elemento opuesto, porque A + (— A) = 0
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b) Producto de un escalar A por una matriz

SiA=( o;) sedefine AA= [K'a;j ] A € R, es decir, al moltiplicar una matriz por vn nomero,
cada elemento de la matriz gueda moltiplicado por ese nomero.
> Ejemplo &:
2 - 10 -5
5- =
-1 5 -5 25

e Propiedades: Sean A y B dos matrices del mismo orden y sean k y h dos ndmeros reales:

v' Distribotiva: k(R +B) = kA+kB; ((k+h)A=kA+hA;
v' Asociativa mixta: k-(h-A) = (k-h) -A
v Elemento neotro:1-A=A

c) Prodocto de matrices

Para poder moltiplicar dos matrices A (mxn) y Blnxp) el ndmero de colomnas de A debe coincidir con el
nomero de filas B, y dard una matriz C de orden myp.

a‘11 alZ a‘13 e a1n bll blZ b13 e blp
A= (8 8y 8yp ... 8y B= Dy by by b2p
a-ml a-m2 am3 a~mn bnl bn2 bn3 bnp

Cada elemento ¢ de la matriz prodocto es la suma de los productos de los elementos de la fila i~
ésima de la primera matriz por los elementos de la columna k-ésima de la segunda matriz

a0y a0y +a, by by, e b

mn ~'nl mn = np

Esto se ve mejor con vn ejemplo:

> Ejemplo 9: Si moltiplicamos vna matriz de orden 2x3 por otra 3x2, el resultado serd una matriz
de orden 2x2. Asi:

1
23 5|, ,|_[ 21+30+52 2(-1)+3.1+55 | [12 26
-1 -1 0 | -11+(-1).04+02 -1.(-1)+(-1).1+05| |-1 ©

o 0- — e
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e Propiedades del producto de matrices:
v' Elprodocto de matrices no comple la propiedad conmotativa:  A-B=B-A

Si moltiplicamos la matriz A (2x3) por la B (3x2), el resultado es ona matriz C (2x2).
Si moltiplicamos la matriz B (3x2) por la A (2x3), el resultado es una matriz C (3x3).

> Ejemplo 10: Si calculamos B - A en el ejemplo anterior, obtenemos vna matriz 3x3

envez de 2y2:
1 -1 2+1 3+1 5+0 3 4 5

2 3 5
0o 1} 11 0l° 0-1 0-1 0+0(=-1 -1 O
2 5 4-5 6-5 10+0 -1 1 10

Asociativa: Sean Ay Bup Cowr > A-B-C=(A-B)-C=A-(B-C)

Distribotiva por la izquierda: : Sean Apuw Bup Cor > AB+C)=A-B+A-C
Distributiva por la derecha: Sean Apn Buw Cowr 2 (A+B)}C=A-C+B-C
Distribotiva respecto a la moltiplicacion por on ndmero real: k-(A + B) = k-A + k-B
Solo se cumplen las identidades notables si A y B conmotan. Para evitar errores,
efectvamos las potencias moltiplicando la matriz por si misma tantas veces como indigue
el exponente.

A%Z=A-A

A3=A-A-A=AA2= AZA

A*= A-A-A-A=A*A2= A-A3= A3A...

N NI N NN

Moy importante: (A+B)?= (A+B)-(A+B) pero wo%ﬂ\8+\l32 No aplicar las
(A-B)2=(A-B)-(A-B) pero no ABZ. identidades notables

, , (11 2-pn-=|! R AN AN
> Ejemploﬂ.SeaA—[O 1] > AT=AA [0 1] [0 ] [0 1]

s (T D)1 2)_(1 3
eﬂFm[o1 01 (0 1

v SiA-B=0 no siempre A=0 o B=0. Ejemplo: [8 (2)] : [g (sz[g 8]
v' Propiedad del elemento nevtro (onidad): SiA es cvadrada y de orden n:
Al =1A =A

Para la traspuesta de una matriz A, que recordemos que es la matriz que resolta al cambiar las filos
por columnas y se representa por At se cumplen las propiedades siguientes:

v @yt=A
v (A=A -At  para todo ndmero real A
v (A+B)t=At+Bt

v (A-B)t=Bt-At
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2 2 1 0 3 2 5
A=|1 3|B=1 2 5 D=|2
determinar los siguientes matrices: a) 2A+ 3D, b)A-B, c¢) A2 -2D?
)
2 2 4 oy
2A=2 =
1 3 2 6
2 5 (6 15
3D=3 =
2 ) 6 -3
—
4 4) (o 15 (10 M
2A + 3D = + =
2 o]l o -3] |8 3
-
b)
2 2] h o 3 PR 1. 2:042-2 2-312-5 4 4 16
A'Bz }'e = —
1 3 1 2 5 11431 10432 1-3+35 4 ¢ 18
c)
2 2 2 2] (442 4+0 6 10
A2 =AxA = « =
1 3 1 3 2+3 249 BN
— — _ — _/
(2 5) (2 51 [441010-5) (14 5 )
D2=DyxD= ¥ =
2 (2 9 4-2 104 2 M
N~ N~ N~ N~ -
14 5 22 10
2:D2=2- =
2 M 4 22
6 10| (28 10 6-28 10-10 [22 0
A2 - 2-D2= - = =
5 N 4 22 54 1-22 1M
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> Ejemplo 13: Dada la matriz F\:[l 2

0 1] determina el conjunto de matrices B que conmotan con A.

B serd vna matriz 2y2 de la forma B= [Ccl Z] y si conmota con A se ha de complir: A-B=B-A

AB:[1 ]E b] :[1-a+2-c 1-b+2-d]: [a-}-Zc b+2d]
0 1 d 0O-a+1-c 0-b+1-d c d

B.A:[a b] ,[1 2] :[a-1+b-o a-2+b-1]:[a 2a+b]
c d 0 1 c-1+d-0 c-2+d-1 c 2c+d

Por tanto: [a +2c b -l;lZd ] = [Ccl 3? :ll—_ Z] y equiparando términos:
oa+2c=a =2 c=0
b+2d=20+b > 2d=2a > a=d y entonces B = [E)l Z ]

c=c = No nos aporta informacion
d= 2c+d = d=d = No nos aporta informacion

0 0 -1
> Ejemplo 14: Sea A = [O 1 OJjustiﬁca gue A%=| y calcola A7, A30 y AT00,
1 0 O

Sabemos que por las propiedades anteriores: A% = A-A-A-A = A2-A2

0 0 -1 (0 0 -1 1
CalcolemosA2=A-A= (0 1 01|-10 1 0 |=1]0
1 0 O \1 0 0 0

0

1

0
1 0 0) (-1 0 0 1
Y calcolemos A*=A2A2=l0 1 O0|-|0 1 0| =|0
0

0 0 -1 -1 0 O 0 0 1
As, A’=A*A3=|-A3=A3=AA*=0 1 O|- |0 1 O|=|0 1 O
1 0 0 0

A30 = (A%)7-A2 = |7- A2 = A2 y A100 = (A1)25= |25 = |
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d) Matriz inversa

Si el prodocto de dos matrices da como resoltado la matriz identidad | es que hemos moltiplicado vna
matriz por sv inverso.

Dada una matriz coadrada de ordenn, con | A| = O, se llama matrizinversade A yse representa
por A~ a la matriz que comple la siguiente propiedad:

A'-A=A-A'=l, dondel, eslamatriz vnidad o identidad.

No todas las matrices cvadradas tienen inversa, solo las que complen que sv determinante es = O

Las matrices que tienen inversa se llaman invertibles o regolares. Si una matriz no tiene inversa, es vna
matriz no invertible o singular.

Como no se puede efectoar la division de matrices, en su logar se efectoard esta moltiplicacion, ya que
el resultado es la matriz identidad . Para calcolar vna matriz inversa se requiere el concepto de
determinante de una matriz coadrado.

4) Determinantes

Sea A una matriz cuadrada, el determinante de lo matriz se representa por |A| o bien por det (A).

El determinante de una matriz es el ndmero real gue se asocia a la matriz y que se calcola en foncion
del orden de la misma:

a) Cdlcolo directo del valor del determinante (matrices de orden1a 3)

e Eldeterminante de vna matriz de primer orden se halla con sv valor absoluto: |a“| =a,
> Ejemplo 15: |12| =12; |—7| =7

e Eldeterminante de vna matriz de segundo orden se halla mediante la regla siguiente:

o, O
’ " = 0p. 02 — Oz . O
a21 azz

2
> Ejemplo 16: El determinante de: ‘3

1
J =2-(-)-3.1=-2-3=-5
e Determinante de vna matriz de tercer orden: La regla de Sarrus nos permite calcolar este
determinante, y consiste en conseguir & términos, tres positivos y tres negativos, que se calcolan
y se operan siguiendo el esquema siguiente:
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Teérminos positivos:

= 0n.022.033+02.023.00+027.032. 03

Términos negativos:
o G 0

621 092%, Bo3| = — (3.002.031— 023.032.0n— 0. 012 . 033

03 03 03

El resultado final del determinante es la suma de los seis términos:

| A | =00 .022.033+ Q2 .023.00t02).032. 03— W3.022.03— 023.032.07— 0. Q2. 033

> Ejemplo 17:

-1 2 1

1 1 4=(-1)15+24.0+1(-3).1-1.1.0-1.25-(-3).4.(-)=-5+0-3-0-10-12=-30
0 -3 5

Propiedades de los determinantes:

1*) El determinante del producto de dos matrices coadradas del mismo orden coincide con el prodocto
del determinante de cada vna de ellas:
IA-Bl=|Al-IBl , peroojo: [A+BI+IAl+|B|

2°) Altrasponer una matriz, su determinante no varia: |A| = |Alt

3%) Sitodos los elementos de vna fila (o columna) se moltiplican por vn ndmero, el determinante queda
moltiplicado o dividido por ese nomero.

2 _
> Ejemplo 18: =6+1=7
jndore: |} |

6 -3
Si moltiplicamos la 1* fila por 3: ‘1 3 ‘ =18+3=21, que es el triple del resvltado anterior.
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Es decir, podemos escribir:
3 2 -1 16 -3
1 3| 1 3

Por tanto, si en vna fila o columna todos los elementos son méltiplos de vn ndmero, se poede dividir
dicha fila o colomna por ese ndmero y sacarlo fuera moltiplicando al determinante, es decir:

> Ejemplo 19:
3 -2 50 4> colomnapor1/2 |3 -2 5 O
21 -3 0 2 1 -3 0 lo-Anl = a|Al
0 -2 1 -2 — > 2|0 -2 1 el nomero queda
51 0 2 51 01 elevado al orden
del determinante
> Ejemplo 20:
6 -2 8 0O las 4 colomnaspor’z | 3 -1 4 O 3 -1 4 0
2 6 -8 0 R 1 3 -4 0 13 -4 0
o-4 -2 -2 222210 -2 -1 21| =2%10 -2 -1
102 0O 2 5 1 0 1 5 171 0 1

Importante: Recordemos que en el caso de matrices, el prodocto de un ndmero real por vna matriz no
se opera asi, sino moltiplicando todos los términos por ese nomero:

2 -1 6 -3 , 6 -3 2 -1
3. = o alainversa =3.
1 3 3 9 3 9 1 3

4*) Por tanto, al moltiplicar vna matriz coadrada de orden n por vn ndmero, el determinante es el mismo
moltiplicado por el nomero elevado al orden n de la matriz:  |a-Ayl = a™|A

> Ejemplo 2:
-4 0 4 B NOW
163
O 6 - O 3 -

= = 23. - 23 porque es vna matriz de orden 3

=2 0 2
2-117 1 0
O 3 -

5°) Al cambiar dos filas (o dos columnas) entre si el determinante dnicamente cambia de signo.
> Ejemplo 22: 21 -5 -1

-5 - 2

6°) Un determinante con una fila o colomna de ceros es nolo = |Al=0
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7°) Un determinante con dos filas o colomnas iguales (o proporcionales) es nolo = |Al=0

21 3
2 1 3|=210+315+213-315-31.2-21.0=0+15+6-15-6-0 = O (vemos que las
510 filas 1y 2 son

lguales)
g°) El determinante de ona matriz en que vna fila o coluomna es combinacion lineal de otras filas o
colomnas es cero > |A|=0

2 4 0
1 3 -1 = 30+0-12-0+2-20=32-32=0 (vemos que C3=2-C1-C2)
31 5

9°) Sia los elementos de ona fila (o colomna) de on determinante se le soman o restan los de coalguier
otra moltiplicada por un ndmero (es decir, se le suma vna combinacion lineal de las otras filas o colomnas),
el valor del determinante no vario.

> Ejemplo23: |0 -1 -3
1 2 3|= 0-3+0-0-0+4=1
O 1 4

Si sustitvimos la fila 3 por la suma de ella mas la primera por -1y la segunda por 2, es decir,

F3: 0 1 4
-F1: 0 1 3
2-F2: 2 4 ¢

F3=F3-FI+F2> 2 ¢ 13

0O -1-3
1 2 3|= 0-6-18+12-0+13=1 > Vemos que el determinante sigoe valiendo 1.
6 13

10°) Sivnafila o columna es la suma de varios sumandos, se descompone en tantos determinantes como

sumandos:
a b+c d a b d a ¢ d
e f+g /|=|e f Hl+|le g #/
i j+k 1 i j 1 i k
2 4 5 2 341 5 2 3 5 2 1 5
> Ejentpl024:4 5 4 |=(4 24+3 4 |=5(4 2 4 |+|4 3 4
0 3 -1 0 1+2 -1 0O 1 -1 0o 2 -1

11°) El determinante de ona matriz triangolar o de ona matriz diagonal es el prodocto de los elementos
de s diagonal principal.
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b) Calcolo de vn determinante por sus adjontos (cualguier matriz cvadrada)
Para calcolar el determinante de vna matriz de orden svperior a 3 no existe vna forma directa, y se ha
de calcolar desarrollando por los elementos de vna fila o columna.

El determinante de la matriz A es igual a la suma de los elementos de vna fila (o columna) moltiplicados
por sus adjontos.

VVeamos los conceptos que necesitamos para el calcolo:
e En ovna matriz cvadrada, lUamaremos matriz complementario del elemento o y la
representaremos M a la matriz gue gqueda al suprimir la fila i-ésima y la colomna j-ésima en la
matriz inicial (es decir la fila y la colomna en que se encoentra el elemento).

> Ejemplo 25:
1 2 M es la matriz complementaria del elemento 012,
f7 —] (h M - gue resulta de tachar la fila1 y la colomna 2.
4 3
A=1| 1 -E
4 1 3

e Se llama menor complementario del elemento a; , al determinante de la matriz complementaria

de dicho elemento, es decir, al determinante de M i M i
> Ejemplo 26: 1 2
El menor complementario de a_ es |M| = =13-24=3-8=-5
4 3

e Se llama adjunto de vn elemento (a;) y se representa por Aj al menor complementario del
elemento afectado por el signo (-1)" (se suman los subindices)

> Ejemplo 27: ElAdjonto de ayy es Ay = (1), |Myz| = =1 (-5)=5

Regla: Para saber el signo del adjonto de coalguier elemento nos guiaremos por el esquema
siguiente, en el que se ve que empezando por el primer término positivo, se va alternando el
signo, bien horizontalmente siguiendo vna fila o verticalmente sigviendo vna colomna:

+ -+ -

-+ -+

+ - + -

-+ - +
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Conocidos los conceptos, veamos como se calcolan los determinantes por este método. En primer
logar seleccionaremos la fila o columna que tenga mas ceros, y a continvacion desarrollaremos el

determinante por los elementos de esa fila o colomna.

> Ejemplo 28: Desarrollaremos por la primera columna, gue tiene on O y hard mas facil el calcolo:

-1 21
1 4 2 1 21
T 41 = =1-(=1)- L +1:(=1)2 - + O-(=1)3- =
3 5 -3 5 1 4
Q -3 5

= =11 (5+12) +1(-1)-(10+3)+ 0 = -17-13 = -30

> Ejemplo 29. \Veamos como se aplican las propiedades de los determinantes para calcolar el valor
de on determinante de orden 4 con los menores calcolos posibles (haciendo ceros en la Oltima

colomna, gue ya tiene 2, y desarrollando):

3" propiedad 9= propiedad (F3=F3+F4)
3 -2 5 0O / 3 -2 5 O \ 3 -2 5
1 -3 OFF2-2 1-30 =212 1 -3 = Desarrollando por los
0 -2 1 -2 0O -2 1 F3:F3+F4 5 4 1
5 1 0 2 EERERO .
adjontos de la Oltima columna y dejando el signo que se obtenga por el criterio de signos:
l 3 -2 5 J Calcolando el determinante por la regla de Sarros
=20 |21 -3 =21-(-7)=-14
5 -11
5) Rango de una matriz

Se llama submatriz de ona matriz a la matriz que queda al svprimir cvalguier ndmero de filas o de
colomnas de la misma (no necesariamente el mismo nomero de vna que de otras).

1

Llamaremos menor al determinante de coalquiera de las submatrices coadradas que hay dentro de ello.

1 A
A=|2

0 0 O

19
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> Ejemplo 30:
5 3 2 1
‘ 0 es unmenor de orden 2 de la matriz anteriory |y _q | es onmenor de orden 3.
1 1 3

Se llama rango de vna matriz al orden del mayor de los menores distinto de cero (de entre todos los
menores distintos de cero que se pveden formar en vna matriz, el rango de la matriz es el orden del
mayor). Coincide con el nomero de filas (o columnas) linealmente independientes.

Seqgon esta definicion, el rango de ona matriz (rg A) es vn ndmero que serd menor o igual que m y que n
(no puede ser mayor que el ndmero de filas o de columnas de la matriz).

Ademas, las filas o columnas de vna matriz son linealmente dependientes (una es combinacion lineal de
las otras) siempre que |A|=0.

Para hallar el rango de vna matriz, podemos vtilizar uno de los dos métodos siguientes:

a) Calcolo del rango de vna matriz por determinantes (vtilizando menores).

13 2 15 4
> Ejemplo 31: Hallar el rango de lamatrizA= |2 1 _1 2 0 0

01 1 300

e Se soprimen de la matriz las filas o columnas que tengan todos los elementos nolos (en este
caso no hay).

e Se suprimen también aguellas filas o columnas gue, a simple visto, sean proporcionales a otras
de la matriz (en este caso, si hay, no se ven a simple vista).

e Eneste ejemplo, seleccionamos vn menor de orden 3, porgue el rango no puede ser svperior al
nomero de filas o de columnas de la matriz, y es vna matriz 3 % 6, por lo que el rango maximo
serd 3 (recordemos que vn menor es una submatriz coadrada).

(™
- Escogemos el siguiente menor: 2 1 —1=0 - Hay que seguir buscando.
01 1
1 31
- Escogemos otro menor de orden 3: 2 1 2/=-15=0 por lo que el rango de A es 3, ya
0 1 3

gue hay on menor de orden 3 distinto de O.
e Sitodos los menores de orden 3 hobieran dado O, habriamos probado con todos los menores
de orden 2, buscando el primer menor que distinto de cero, para ver si el rango es 2.

Este método tiene elinconveniente de que, en ocasiones, hay que resolver mochos determinantes hasta
encontrar el primero que no sea nolo del mayor orden posible.
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b) Calculo del rango de una matriz por el método de Gavss.

Operaciones gue no modifican el rango de vna matriz:
- Intercambiar dos filas (o dos colomnas).
- Moltiplicar ona fila (o colomna) por vn ndmero distinto de cero.
- Somar a vna fila (o columna) vna combinacion lineal de otras filas (o colomnas).
- Soprimir las filas o columnas de todo ceros o proporcionales.

> Ejemplo 32: Estodiemos el rango de la matriz del ejemplo anterior por el método de Gavss:
Por medio de las combinaciones lineales, intentaremos conseguir ceros por debajo de la diagonal
principal, vtilizando el elemento an (pivote) para hacer O por dejodo de &l el ay; para hacer ceros
por debajo de él... hasta llegar a una matriz de Gavss.

F2= -2-F1+F2 F3=5-F3+F2
M3 215 4 T.3 21 5 4 1.3 21 5 4
|2 *-12 0 0 |=rg | 0-5-50-10-8 |=rg|05-50 -10 -8
01130 0 01130 0 0 0°015 -10-8

A continvacion buscamos on menor de orden 3 que sea distinto de cero, por ejemplo:

1 3 1
Comoelmenor 0 -5 0f=-75%0,elrango es 3.
0 0 1

Pueden suceder dos cosas:

e Quela oltima fila sea todo ceros, en coyo caso se elimina y rango serd 2.
e Queno estoda de ceros, en coyo caso siempre podemos encontrar un menor de orden 3 distinto
de O y el rango es 3.

Otilizando el método de Gauss, el rango de vna matriz coincide con el ndmero de filas que contengan
algon elemento distinto de cero.

> Ejemplo 33: Calcolar el rango de la matriz:

121 010 - la sexta columna C6 son todo ceros y se svprime
1171100 - la coarta fila esigual a la primera y se suprime (F4=F1)
133 120 - la quinta fila es el doble que la segunda y se svprime (F5=F2)
2160+
L L -L L 00D

Matemdaticas Il PCE - www.academialallibreta.es 21


https://academialallibreta.es/

ACADEMIA La llibreta

\ // { La lllbreta www.academialallibreta.es

C/Botanico 9 Bajo 46008 Valencia

Haciendo Gavss, vemos que queda la Oltima fila toda de ceros, y por tanto el rango es 2:
F2= F2-F1

j .2 1 0 1

1.2 1 01 %2 1 01
rg (1 %-110¢Frg O -21-1|=rg |[O -1-21 -1|=2
13 3.-1 2 0O 0 0.0 O

F3=F3-F1 F3=F3+F2

1 2 3
> Ejemplo 34: Calcolar el rango de lamatriz A=|1 2 5
2 4 8

Lo resolveremos por los dos métodos:

o) Por menores: Veamos si el rango es 3, hallando el determinante de 3x3. Como
det(R)=16+12+20-12-20-16=0, el rango de A sera <3.

, _ , : 2
Estudiemos si es de rango 2, escogiendo un menor de orden 2, por ejemplo ;

3‘
=10-6=4+0
5

por lo que el rango es 2.
b) Por Gavss: Conseguimos ceros por debajo de la diagonal principal y veamos que hay ona fila
toda de ceros, por tanto el rango es 2 (el ndmero de filas que gquedan que no son todo ceros).

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
rqjl 2 5/=rg|0 0 2|=rg(0 O 2 :rg{0 0 2}:2
2 4 8 0 0 2 0 0O

1 0 -1
> Ejemplo 35: Hallar el valor de a para que el rango de la matriz A = [—1 a 3} sea 3.
1 2 1

Para que el rango sea 3, el determinante de 3x3 no puede ser O.
Por tanto, calcolamos el determinante, lo igualamos a O, y pueden ser todos los valores menos

ese.
1 0 -1

IAl= |1—-1 a 3 |= a+0+2+0-6+0=20-4
1 2 1

20-4=0->a=2-> Cuandoa=2>1Al=0yrg(A)<3
Por tanto, para que su determinante sea de orden 3 (rg A =3) > a#2
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©) Cilcolo de la matriz inversa
a) Método de la adjonta:

Recordemos que dada ona matriz coadrada de orden n, con | A | # 0, se llama matriz inversa de A y
se representa por A~ a la matriz que comple la siguiente propiedad:

A7-A=A-A"=I,,donde |, eslamatriz vnidad o identidad.

Solo existe inversa de A < | A | # O (si A =0 la matriz A no tiene inversa) y se calcola
aplicando la siguiente formola:

1
- Adj At

Al = —
A

Por tanto, cuando necesitemos calcolar la matriz inversa de A, procederemos del siguiente modo:

e Calcolamos sv determinante, para comprobar que | A | # 0
e A continvacion calcolaremos la traspuesta de lo matriz A > (A) ¢
e Por dltimo, calcularemos la adjonta de la matriz traspuesta Ag (A ). Se llama adjonta de vna

matriz y se representa por Ag(A) a la matriz resultante de sustitvir cada elemento de la matriz
por sv adjunto respectivo, y aplicaremos la formola: ~ A™1 = ﬁ - Adj A

Nota: Es indiferente calcolar la adjonta de la traspuesta Adj (AY) o la traspuesta de la adjonta Adj (A)t

> Ejemplo 36: Hallar la matriz inversa de A = [; ;J

Calcolamos el determinante de A para ver si la matriz tiene inversa:
‘ 3
2

; =6 —4=2#0- Lamatriz A tiene inversa, y se calcola A™1 = ﬁ - Adj A
_(3 2 i3 2 strica u A < At
A= 5 9 Calcolamos la traspvesta: At = 5 9 (vemos que es simétrica, y A = AY

Calcolamos los adjontos, recordando el criterio de signos:
An=12] A= -2

An=-12l Az =13l ylamatrizadjonta de la traspoesta serd Adj A* :[—22 _?? J

Por tanto. lo motriz i . Aq_[—zz L)1 -1
or tanto, la matriz inversa sers: A7 = =M= g,
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> Ejemplo 37: Hallar la matriz inversa de A:

—

-1 O
A =21 2
O 2 3
Sol: En primer lugar se calcula el determinante de A, para ver si es invertible.

|Al=3+0+0-0+2+6="11 > \A|;«f-‘O,existeinve\rsa.,quesecalcola:A‘1 = ﬁ-Adet

Si hallamos At y le lamamos B, tendremos:
0

At=(-1 1 2 [= B ycalcolamos el Adj B:
3

Para hallor la agjB debemos hallar los adjuntos de cada elemento de B (acordandonos del criterio
de signos), que son:

1 2 -1 2 -1 1
-1 3 * 0 3 0 -1
2 0 1 0 1 2
“ -1 3 0 3 > 0 -
2 0 1 0 1 2
B = =4 =— =2 B = =3
12 -1 2 11
3
5 3 1 1%
Luego la inversa es: A”-i- 6 3 1]-= S\ X
9 : 11 W N M
4 -2 3 4 -2
11 11

Como ejercicio, y para comprobar gue el resultado es correcto, el prodocto de la matriz obtenida A~
por la matriz dada A debe dar la matriz identidad (I,)

b) Método directo (moltiplicando matrices)

Se resvelve vn sistema de ecuaciones sabiendo que A'-A=A-A'= |,

> Ejemplo 38: Hallar la matriz inversa de A = [z ;]
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Como Ay, la matriz A" también serd 2x2, y la definimos: A :[Ccl b]

d
3 2) (a b 1 0<(3a+2c 3b+2d) (1 0

A-) = . — =
Como AAT =1, 2] [c d] [0 1]9[2a+2c 2b+2d] [0 1]

Y equiparando términos, ya que las dos matrices han de ser iguales (en el siguiente tema repasaremos
la resolucion de ecoaciones):

3o+2c=1 } 2> o0=1yc=-1

20+2¢=0

L (1 -1
3b+2d=0} 2> b=-1yd=3/2 Por tanto: A —{_1 3/2J
2b+2d=1

¢) Método de Gavss-Jordan

Sea A una matriz coadrada de orden n. Para calcolar A~ seguiremos los siguientes pasos:
Constroimos vna matriz del tipo (A | 1), es decir, A esta en la mitad izguierda y la matriz identidod | en
la derecha, separadas por vna barra:

1 1 0
> Ejemplo 39: A = 1 0 1
0 1 0
110 :1 00
La ampliamos con la matriz identidad del mismo orden: |1 0 1 @ 0 1 0
01 0 0 01

Otilizando el método Gauss en la matriz (A | 1) vamos a transformar la mitad izquierda A en la matriz
identidad, y la matriz que resulte en el lado derecho (donde inicialmente esta lo matriz identidad) serd

la matriz inversa A7 Esquemdticamente: (A | [) operaciones elementales (| | A1),

110:100) _ 1 0: 1 0 O 1 1 0: 1 0
101:01 o111 -11 0 0 -11:-11
010 001 01 0: 0 0 1)7@3FBF2l0 0 1 -11

1 1 0: 1 0 0% A=F+F2(1 0 0: 1 0 -1
F2=F2-F31g -1 0 : 0 0 -1 0 -1 0: 0 0 -1

00 1:-111 0 0 1 -11 1

100: 1 0 -1 1 0 —1
F2=(-)F2(0 1 0 0 O 1 Hportanto A= 0 0 1

001 -11 1 _1 1 1
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e Propiedades de la matriz inversa:

v Lainversa de vna matriz, si existe, es Onica.
v' Lainversa de la inversa es la matriz original, es decir: (A-)1= A
v' Lainversadel prodocto de dos matrices es el prodocto de sus inversas pero invirtiendo el orden,
esdecir: (A-B)'=B"A"
v (k-AT=kT A
v El determinante de la matriz inversa coincide con el inverso del determinante de la matriz
1
original, es decir:  |A-Y = —
1 4]
7) Ejercicios propuestos
d [}
Suma y resta de matrices
1. Dada las siguientes matrices, calcola A — B
1 3 2 3
1= 5) =05 5
-1 2 -1 =5
2. Calcola la operacion indicada con las siguientes matrices:
(3 1) " (4— 2)
2 7 5 7
3. Calcola la operacion indicada con las siguientes matrices:
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4. Caleola la operacion indicada con las siguientes matrices:

3 7 -1\ /-7 +2 -5
+2 =5 45|+[-1 +2 +6
+7 -8 +1/ \-4 +3 42

5. Calcola la operacion indicada con las siguientes matrices:

G 2-G 7

6. Calcola la operacion indicada con las siguientes matrices:

G -G D-G )

7. Calcola la operacion indicada con las siguientes matrices:

3 7 -1\ (-7 +2 -5
+2 -5 +45|—[-1 +2 +6
+7 -8 +1/ \—4 +3 +2

8. Dada las siguientes matrices, calcola A — By A + B
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Operaciones basicas de matrices

Ejercicio 1.-

-2
Dadas las matrices A4 = (7

¢ Pl 0) :
3 1 ) y B—(_2 5 ) calcula:

a)—24 + 3B b) L a-B ) B+ (=4) D AR B

Ejercicio 2.-
Efectiia el producto (=3 2) (1 -_1) (O)

Ejercicio 3.-
a) ;Son iguales las matrices A4 = (i) y B=(2 3)?

b) Halla, si es posible, las matrices AB; BA; A + B; A'— B.

Ejercicio 4.-

Dadas las matrices: 4 = (1 _(;2 :) y B= (

aA)(A+B)=A4"+ B
b) (34)" = 34!

40 -1
1

2 0 ) comprueba que:

Ejercicio S.- ‘ '
Calcula 344'- 21, siendo A = ( 3 ‘12)
Ejercicio 6.-

-4 2

3 -1
' 0 1

2 .3 ) comprueba que (4 - B) = B' - A'.

Dadas las matrices 4 = ( ) vy B= (

Ejercicio 7.-
Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:

a)(S -1 5)+B=(4 0 6)

£ o 3 0 2 2
w2(3 5)-s8-(3 5)
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Determinantes de matrices

1. Calevla los siguientes determinantes de 2y2:

4 3 3 5 -1 2 2 1
a b c d
)2 '|| )|1 4| )‘04| )‘2 1‘
2. Calcola los siguientes determinantes de 3x3:
a) |2 1 4 b) |—1 1 1 c) |1 1 1
3 2 -1 2 -1 4 2 -1 3
4 -1 0 3 -1 2 3 0 4
3. Calcola los siguientes determinantes de 3x3:
a |1 2 -1 o (1 1
4 3 5 10
1 4 -3 11
b)| 2 1 d|2V3 2 43
4 3 = -1 -V3 0
-1 -1 0 1 -2
4. Calcola los siguientes determinantes de 4y
a1 2 -1 2 b) |1 1 1 1
4 5 0 2 1 a 1 1
3 3 -1 1 1 1 a 1
4 1 0 5 4 1 1 a
5. Determina para qué valores de m se anolan los siguientes determinantes.
a) m m m c |1 2 -1 b) | 1 T m
m 0 m 4 m+1 5 m 0 -1
m m m 1T m+2 -3 -6 -1 0
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a b ¢ a b c
2d 2e 2f|si|d e f|=10.
3g 3h 3i g h i

6. Calcola
a b c
d e f|l=k
7. Sabiendo que se comple 19 h i otiliza las propiedades de los determinantes para
calcolar:
a) |lb ¢ a b) |—e —f -—-d
e f d —b —C —a
h i g -h —-i —g
a b c —d —e —f
d e f —a —-b -—c|=100.
2. Calcola 19 h i sabiendo que | 79 —h =i

9, Utiliza las propiedades de los determinantes para calcolar este determinante:

X 2x+1 3x+2
x 2x+3 3x+4
X 2x+5 3x+4
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Rangos de matrices

1. Calcvla el rango de las siguientes matrices

a) /1 1 1 d /1 a 2a
2 1 3 2 a 3a>
1 0 2 3 2a A4a
b) /1 a 2a e) /1 O 0
a 3a 0 3 2)
3 a A4a 0 2 -3
c /2 4 4 6 f) /1 1T 1 2
1 =2 3 1 3 -1 2 0
3 2 5 7 0 0 0 O
1 6 1 5 4 -1 0 O
2 0 0 O

1 0 -1
4 -1 m
2. Sealamatriz \O ™M 3/ Determina los valores de m para los cuales rango (A)< 3. jPuede

ser rg(A) =1 para algdn valor de m?

3. Estodia el rango de la matriz A en foncion de los valores del pardametro m:

V)
i
]
N

—_
=]

=

-’
N

|
[a—y
o

|
v

b)B=|-1 2a -2

N
—
2
[
|
LY
[\¥)

2 -1 a 1 1 1
o)C=|a 3 4 dD=|1 —-a 1
3 -1 2 1 1 a
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5. Calcola el rango de estas matrices en foncion del parametro t:

a)Ad =

v I ™~

1 2
t 2 1
1 2
t t 0

b)B=| 2 t+1 t-1
2041 0 —1-3

3—-t 3 2t
2 0 -
AC=1 1 3 244
t+ 2 0 t

6. Calcola el rango de las siguientes matrices:

1 4 -1 1 3 -1
A=|-1 3 2 B=|2 -1 5
2 2 0 1 10 -8
1 0 2 1 -1
1 -2 0 -3
O 2 -1 1 2
cC=|-1 3 1 4 D= _
-11 3 2 0
2 1 5 -1
0 8 9 4

7. Sea A vna matriz de dos filas y dos columnas cuyo rango es 2. ;Puede variar su rango si le

atadimos vna fila o vna colomna?

8. Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.

0) ;Como puede variar el rango si quitamos vna colomna?
b) Si suprimimos vna fila y vna columna, jpodemos asegurar que el rango de la matriz resoltante
sera 27
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f

Matriz Inversa

1. Calcola las inversas de las siguientes matrices

1 1 0 —1 6 -2
A= 0 1 0 B=|-2 12 -5
-2 =2 1 -1 5 =2

2. Caleolo, otilizando el método de Gauss, la inversa de cada vna de las siguientes matrices o
averigua gue no la tiene:

11 (12
Do 1 N3 4

3. Calevla la inversa de cada una de los siguientes matrices o averigoa que no la tiene:

123 123 113
a)[4 5 6 b)|0 1 2 ol1 21
7809 124 200
1 -1
A=
o)

4. Dada la matriz , prueba cudl de las siguientes matrices es sv inversa:

32 3/2) (1 172
1/2 1/2 0 1/2

2

5. Halla las matrices inversas de:

12 10
- o w3 e

o O
e
-
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6. Aplica el método de Gavss-Jordan para calcolar las inversas de las siguientes matrices:

SRR

A 1

[2 1 0)
7. Dada la siguiente matriz Jtiene inversa? Razona la respuesta.

8. Calcola por el método de Gauss la matriz inversa de las siguientes matrices

1 1 2 13 3
A=| 2 0 -1 B=|1 4 3
-6 -1 0 1 3 4

1 1 m

A=|m 0 -1

9. ;Para qué valores de m la matriz no admite matriz inversa?

10. Calcolar la inversa de A mediante el método de la matriz adjonto:

2 1 0
A=11 1 0
0 0 1
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