ALGEBRA (EBAU-EVAU 2019) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE ALGEBRA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU... DE 2019

1. Andalucia, junio 19

L . a b )
Ejercicio 3A. [2,5 puntos] Calcula todas las matrices X :[ d] tales que a+d =1, tienen
c

0 -1
determinante 1 y cumplen AX = XA, siendo de A:(l j

0
Solucién:
. 0 -1\(a b ab0—1 -c —d b -a
1 0)lc d c d/l1 O a b d -c
—Cc=b
-d=-a . 1
= —>sia=dya+d=1= 2a=1=a==-=d.
a=d 2
b=-c
1/2 b
Por tanto, X = .
. mj
1/2
Como |X|=1 = l+b2:1:>b2:§:>b=i—3.
-b 1/2| 4 4 2

Las matrices pueden ser:

1/2 3/2
X:( f }OX

B 1/2 —3/2
B2 1/2 B2 112 )
2. Andalucia, septiembre 19

Ejercicio 3B. [2,5 puntos] Calcula en grados los tres angulos de un triangulo sabiendo que el
menor de ellos es la mitad del angulo mayor y que la suma del angulo menor y el angulo
mayor es el doble del otro angulo.

Solucion:

Sean ¥, Y, z los valores de los angulos del triangulo.

Si x es el menor y z el mayor, se cumple:

x:5:>2x—z:0; X+2=2y=>Xx-2y+2=0; x+y+z=180.

2x —-z=0
Se tiene el sistema: § x—2y+z =0 . Aplicando transformaciones de Gauss:

X+Yy+2z=180

2x  -z=0 2x  -z=0 2x  -z=0

X—2y+z=0 = E2+El: 3x-2y=0 = X-2y=0 =

X+Yy+z=180 E3+E1| 3x+y=180 E3-E2| 3y=180

2x  -z=0 —>2=80
= 13x—-2y=0—>3x-120=0— x=40. Los angulos miden 40°, 60° y 80°.
y=60 T
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3. Aragon, junio 19 opcién A
1. a) (2 puntos) Determine el rango de la matriz A siguiente, segun los diferentes valores del
pardmetro k.

k 0 k
A=|0 k+2 O
1 1 k+2

b) (1 punto) Determine la inversa de la matriz A anterior cuando k = 1.
Solucién:
a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.

Como, < o .
A=10 k+2 0 |=(k+2)}{k{k+2)—k]=(k+2){k(k+1)]
1 1 k+2

— vale 0 cuando k =-2, -1, 0.
Por tanto, si k #-2, -1, 0 el rango de la matriz A sera 3.

-2 0 -2
Parak=-2, A=| 0 0 O | - surango es 2, pues el menor - ‘:—27&0.
1 1 0
-1 0 -1
Parak=-1, A= 0 1 0 | —> surango es 2, pues el menor - (1)‘:—1;&0.
1 1 1
0 00O
Parak=0, A=|0 2 0| — surango es 2, pues el menor 2‘=4¢0.
11 2
1 01
b)Parak=1, A=/ 0 3 0| — tiene inversa, pues |A|=32=6=0.
11 3
t
Suinversaes A™ = u
A
9 0 -3 9 1 -3
Adj(A)=| 1 2 -1 :A‘lzé- 0 2 O
-3 0 3 -3 -1 3
Comprobacion: (debe cumplirse que AA™=1)
101 9 1 -3 10 1y(9 1 -3
AA’1_030-1020:£030-020:>
1136—3—136113—3—13
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4. Aragén, junio 19, opcién B
1.

a) (1,5 puntos) El club deportivo Collarada esta formado por 60 deportistas de las siguientes disciplinas: esqui
alpino, esqui nordico y escalada. Se sabe que hay 16 deportistas menos de esqui alpino gue la suma de los
de esqui nordico y escalada. Ademas, el niumero de deportistas de esqui alpino mas los de escalada es tres
veces el numero de deportistas de esqui nordico. Calcula el nimero de deportistas de cada disciplina.

b) (1,5 puntos) Sabiendo que a = —2, calcule el valor del siguiente determinante.

a a+b a—c
2a 3a+2b 4a — 2c
3a 6a + 3b 10a — 3¢

Solucion:
a) Sean x, y y z el nimero de deportistas de esqui alpino, esqui ndrdico y escalada,
respectivamente. Entonces, con los datos del enunciado, debe cumplirse:
X+Yy+2z=60 — hay 60 deportistas en total;
X=Yy+2z-16 — hay 16 deportistas menos de esqui alpino que la suma de los otros dos;
X+2z=3y — esquiadores de alpino més escalada son el tripe que esqui nordico.

Se obtiene el sistema:

X+Yy+2z=060 X+Yy+2z=060 X+y+2z2=60 X =22
X—y—2=-16 — (Por Gauss) E2+El{x—-y-z=-16— 2x=44 —Jy=15.
x=3y+z=0 E3-E1l| x-3y+z=0 -4y =-60 z2=23

b) Haciendo transformaciones de Gauss:
a a+b a-c a a+b a-c

2a 3a+2b 4da-2c|=F2-2F10 a 2a :a-(7a2—6a2):a3.
3a 6a+3b 10a-3c F3-3F1|/0 3a 7a

Por tanto, si a = -2, el determinante valdra (—2)3 =-8.

5. Asturias, junio 19, opcién A

mz + y — z =0
1. Dado el sistema de ecuaciones 2r 4+ my =m m e R.
T + mz =1m
a) Estudia y clasifica el sistema segiin los valores de m. (1.25 puntos)
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso m = 1. (0.75 puntos)
c) Para qué valores de m se tiene la solucién 2z=10, y=1, 2 =1. (0.5 puntos)
Solucion:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
m 1 -10
A=l2 m O0O|m=M
1 0 mm

Si r(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion.

El determinante de A vale
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m 1 -
|Al=[2 m 0|=m’-m= m(m2 —1) — Este determinante vale 0 sim=0o0m = =1,
1 0 m
Con esto:
« Sim=0y *=1= r(A) =3 =r(M). El sistema sera compatible determinado.
0 1 -10
« Sim=0setendrd: A=|2 0 0] 0|=M — Resulta un sistema homogéneo: compatible
10 00
indeterminado, pues r(A) = 2.
11 -10
« Sim=1, A=|2 1 0| 1|=M — Como lacolumna de términos independientes es la
1 0 1|1
suma de C2 + C3 = r(A) = r(M) =2: sistema compatible indeterminado.
-1 1 -1 0
« Sim=-1, A= 2 -1 0|-1|=M — ComoC4=C2+C3=r(A)=r(M) =2: sistema
1 0 -1 -1

compatible indeterminado.

b) Si m = 1, el sistema inicial es:

X+y—2z=0 X =t
2x+y=1
2x+y=1 = =(x=t)>qy=1-2t
X+z=1
X+z=1 z=1-t

c) Si en el sistema inicial se sustituye la solucion x =0,y = 1, z =1 en las ecuaciones, se
obtiene:

m0+1-1=0
20+ ml=m — que es cierto para cualquier valor de m.
0O+ml=m

Por tanto, la solucion x =0,y =1, z = 1 es valida siempre; no depende del valor de m.

6. Asturias, julio 19, opcién B

r 0 -1
1. Sea la matriz A=| -1 0 0 reclR
01 T

a) Estudia para qué valores de = se cumple A_1=0 (I matriz identidad y O matriz nula). (1 punto)

b) Calcula A® para los valores de x que verifican la condicién anterior. (0.75 puntos)
¢) Para = 0y sabiendo que ese valor verifica la condicién del primer apartado, calcula, si existe, la inversa
de A. (0.75 puntos)
Solucion:
x 0 -1)x 0 -1} (x* -1 -2x
Q) A>’=|-1 0 O{-1 0 O|=|-x 0O 1
0 1 x 0 1 x -1 x X2
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x 0 -1\(x® -1 —2x) [¥*+1 -2x 3%’

A=-10 0f—x 0 1 |=-x* 1 2x
0 1 x){-1 x x? —2x  x* 1+x®
X+l —2x  —3x? 1 00
Sisedeseaque A>°~1=0= A®=1 = | -x> 1 2x [=|0 1 O|=x=0.
2x x> 1+x*) (0 0 1
b) Para x =0,
0 0 -1 0 -1 0 1 00
A=|-1 0 O0[;A’=|0 0 1;A’=|0 1 0|=1 =A°=A"=A"%=],
0 1 O -1 0 O 0 01
0 0 -
c)Parax=0, |[A=|-1 0 0|=1=0 = Existe lainversa de A.
0 1 0
0 -1 0
Como A’=AA’=1 = A=A = A'=|0 O
-1 0

7. Baleares, junio 19, opcion B
1. Considerem la matriu i els vectors segiients:

a~(31) »=(

Calculau z i y perque es verifiqui:

roles b
S
o
Il
—
& e
~—
=
I
=

fa
[
B by
=
~—

b—A.c=A-d. (10 punts)
Solucién:
La ecuacion matricial dada es:

2 x YY)y (x y\6-2y - 2 Xy+2y*| (6x—2yx-2y _
3/2) \0 y)l2y) o yJl -2 3/2 2y> | —2y
2 6X—2yX— 2 —YX— 2
. _[6X=2yx 2y N Xy +2y N 2 _ 6X—yXx—2y+2y -
3/2 -2y 2y? 3/2 -2y +2y?

BX—yX—2y+2y* =2 { BX—2yXx—y+2y> =2
—

BX—yx—2y+2y> =2

= 3 = 1 3
2y +2y* == 4y —4y-3=0 =—y=—

y+ey 5 y y y > y >
Para y:—l, la primera ecuacion queda 6x+5+1+l=2:>@=1:>x=i.
2 2 2 2 13

Para yzg, la primera ecuacion queda 6x—gx—3+§:2:>%:%:>x:é.
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8. Canarias, junio 19, opcién B

2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones matriciales: (2.5 ptos)
_ (8 =3 4y
2x+3v=(; T 1)
(-3 2 2
v-w=(3 5 )
Solucion:

Se trata de un sistema (matricial) de caracter lineal. Puede resolverse aplicando el método de
reduccion.

2x3v8_34 512527\(8_34 f 3272
+ = — = —
7 -1 12 7 -1 12 7 3 -
=
3 2 2 3 2 2
X —2Y = X —2Y =
7 3 -1 7 3 -1

14 -7 0 2 -1 0
= 7Y = =Y = :
21 -7 14 3 -1 2
Sustituyendo en la segunda ecuacion:
-3 2 2 2 -1 0 -3 2 2
X =2Y = = X-2 = —
-7 3 -1 3 -1 2 -7 3 -1

-3 2 2 4 -2 0 1 0 2
= X = + = X = .
(—7 3 —1] (6 -2 4) (—1 1 3]

9. Cantabria, junio 19 (EXAMEN N° 1)

Ejercicio 1

t 11 T 0
Considere el sistema ( t —1 1 ) : (y) = ((J) dependiente del parametro ¢.
t 0 i 2 0

1) [1.5 PUNTOS] Clasifique, en funcién del valor de t, el tipo de sistema.

2) [1 PUNTO] Caleule todas las soluciones del sistema en el caso t = 1.

Solucion:

1) Se trata de un sistema homogéneo: la matriz de términos independientes en nula. Por tanto,
siempre es compatible, para cualquier valor de t.

Para ver si es determinado o indeterminado hay que hallar el rango de la matriz de
coeficientes.

t 1
A=t -1 f=2t-2t>=2t(1-t) > |A=0sit=00t=1.
t 0 t

Luego:

« Sit#0yt#1, como el rango de A es 3, el sistema sera compatible determinado: su Unica
solucionesx=y=z=0.

« Enloscasost=00t=1, como el rango de A vale 2, el sistema sera compatible
indeterminado.
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2) Sit=1, el sistema es:

1 1 1)x 0 X+y+z=0
X+y+z=0
1 -1 1-y:0<:>x—y+z:0<:>{ .
X+2=0
1 0 1)\z 0 X+2=0
X=2A
Restando ambas ecuaciones y haciendo x = A se obtienen sus soluciones: < y=0 .
7=—\

10. Castilla La Mancha, junio 19, opcién B

3B. Dadas matrices

-1 -1 -1 1 2 2 011
A=1 1 1 0}, B=|0 11 y C=(110
2 -1 0 1 -1 2 01 2

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. (1 punto)

b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A- X — 2B =C. (1,5 puntos)
Solucion:

a) Una matriz es invertible si su determinante no vale 0.

1 -1 - LA
) D L (A(A)
Como |[Al=|-1 1 0|=1, lamatriz es invertible. Su inversaes A™* =+——"".
2 -1 0 A
0 0 1 0O 1 1
Adj(A)=|1 2 -3|=A'=[0 2 1
1 1 -2 -1 -3 -2

Comprobacion: (debe cumplirse que AA™*=1)
-1 -1 -1 (0 1 1 100
AA'=[-1 1 0HO 2 1(=/0 1 0f.
2 -1 0){-1 -3 -2 0 01

b) Si AX-2B=C = AX =C+2B=X = A(C+2B).

Esto es,
0 1 1 011 2 4 4
X=0 2 1HK|/1 1O0|+0 2 2| =
-1 -3 -2)[(0 1 2 2 2 4
0 1 1)2 5 5 3 2 8
X={0 2 141 3 2 =£4 5 10
-1 -3 -2){2 -1 6 -9 -12 -23
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11. Castilla—Leon, julio 19, opcion A
E1.- a) Discutir segun los valores del parametro 7 el sistema de ecuaciones lineales

{ x+ty—z=1 .
2x+v+mz=4% (1 punto)

b) Resolverlo param = 1. (1 punto)
Solucién:
a) Se trata de un sistema de 2 ecuaciones con 3 incognitas. Por tanto, nunca podra ser
compatible determinado: el rango de la matriz de coeficientes es menor que el nimero de
incognitas.
Se tienen las matrices A y M, de coeficientes y ampliada, siguientes:
[1 1 11
A=
21 m|4

Por tanto, el sistema es compatible indeterminado para cualquier valor de m: tendré infinitas
soluciones en cada caso.

]= M — ambas son de rango 2.

X+y—-z=1 -z=1-X
b) Param =1, el sistema es:{ Y <:>{ Y

2X+y+z=4 y+z=4-2x
i i El+E2[2y=5-3x
Sumando y restando ambas ecuaciones se obtiene: .
E2-E1l| 2z2=3-x
X=2A
: : . 5 3
Si se despeja y se hace x = A, se tiene:{ y = E—Ex.
z:§—£k
2 2
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12. Catalufa, junio 19
2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real k:

Xx+3y+2z=-1
x+k’y+3z=2k
3x+7y+7z=k-3

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.

[1 punt]
b) Resoleu el sistema per al cas k =-1.

[1 punt]

Solucion:

a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada,
1 3 2| -1

A=|1 k* 3| 2k [=M

3 7 7| k-3

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucion Unica.
Sir(A) = r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion.

El determinante de A vale,

1 3 2
|Al=1 k* 3|=7k®-21+6+14-6k*=k’-1 —>seanulasik = *1.
3 7 7
Con esto:
« Sik#-1y1,r(A)=r(M) =3 — sistema compatible determinado.
« Sik=-1,
1 3 2/-1
A=|1 1 3| -2|=M — puede observarse,en M, F3=2F1+F2 = r(A) =r(M) = 2.
37 74
En este caso, el sistema es compatible indeterminado.
« Sik=1,
13 2[-1] 32 41
A=|111 3| 2|=M —comoelmenor [M,|=1 7 2|=-2420=
317 7| -2 77 -2

= r(A) = 2, r(M) =3. En este caso, el sistema es incompatible.

b) Si k =1, el sistema es compatible indeterminado. Se resuelve como sigue.

X+3y+2z=-1
X+3y+ 217 =—1©{x+3y:—1—22

X+y+3z=-2 <
X+y=—2-3z

X+7y+72=-4
El-E2| 2y=1+z z=-1+2y z=-1+2y
= = =
X+y=-2-37 |x=-2-y-3z  |x=-2-y-3(-1+2y)

X+y+3z=-2

=
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X=1-7t
z=-1+2y )
= .Haciendoy=t= < y= t.
X=1-7y
z=-1+2t

13. Cataluiia, junio 19

5. Sigui la matriu M =[ i “ J en qué a és un parametre real.

a) Calculeu per a quins valors del parametre a se satisfa la igualtat M* - M - 21 =0, en que
I és la matriu identitat i 0 és la matriu nula, totes dues d’ordre 2.

[1 punt]

b) Fent servir la igualtat de I'apartat anterior, trobeu una expressio general per a calcular
la matriu inversa de la matriu M i, a continuacio, calculeu la inversa de M per al cas
a=42.

[1 punt]

Solucioén:

Q) M2-M-21=0 = M?-M =21 .
Operando se tiene:

I\/Iz_lala_1+a2a_M2M_1+a2a 1 a) (a® 0
_aOaO_a az’ _a a2 aO_OaZ.

Luego, si:
) a> 0) (20
M?-M =2l = = =a=12.
0 a2 0 2
b) Si M?-M-21=0 = M*-M =2I = M-(M—|)=2|:>M%(M—|):|.

Por tanto, M‘lzé(M ~1).

Para el caso a=+/2, se tendra:

- 6 e D)
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3. Siguin les matrius A=
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2 -1 g (11}
-6 3 2 2
a) CalculeuA-BiB-A.
[1 punt]

b) Justitiqueu que si el producte de dues matrius quadrades no nulles té per resultat la
matriu nulla, aleshores el determinant de totes dues matrius ha de ser zero.
[1 punt]
Solucién:

2 -1\)(1 1 00 1 12 -1 -4 2
a) AB= : - - B-A= : - .
-6 3)\2 2 00 2 2)\-6 3 -8 4
b) Se sabe que, para dos matrices cuadradas del mismo orden, se cumple que |A-B|=|Al{B|.

Si AB=0, donde O es la matriz nula, entonces |A-B| =0. Esto exige que, al menos una de
las matrices tenga determinante 0.

. . a b
Supongamos que sea B; para ello, las filas de B deben ser proporcionales: B = (ka kbj ;

como no puede ser nula, entonces 0 a #0 o b # 0. (Partimos de lo primero, que a # 0).

: X : .
Sea ahora la matriz A :( i/j , que supondremos no nula y con determinante distinto de 0.
z

Si se multiplican:

A-B:[X y}[a b]: a(x+ky) b(x+ky) — Si AB=0, entonces:
z t/lka kb a(z+kt) b(z+kt)

a(x+ky) b(x+ky)) (0 0 a(x+ky)=0—>a#0=>x+ky=0=x=—ky
a(z+kt) b(z+kt) _(0 0]3 a(z+kt)=0—»>a=0=z+kt=0=z=—kt

Con lo que se concluye que A= [_g f] , cuyo |A|=0.

— En definitiva, si el producto de dos matrices cuadradas no nulas tiene por resultado la
matriz nula, entonces el determinante de cada una de las matrices vale 0.

Otra demostracion:
Si la matriz A tiene determinante distinto de 0 = que existe su inversa, A™.
Por tanto, si se parte de que AB=0 con B =0, multiplicando por A™ (por la izquierda), se

tiene que A AB=A"10=B=0, que contradice la hipétesis inicial. En consecuencia,
ambas matrices deben tener determinante 0.
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15. Comunidad Valenciana, junio 19, opcién A
1 0 a
Problema A.1. Se dan lamatriz A=|—-2 a+1 2].que depende del parametro real a, y una matriz
. -3 a—1 a
cuadrada B de orden 3 tal que B? = 3 I — 2B, siendo [ la matriz identidad de orden 3.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Elrango de la matriz A en funcién del parametro a y el determinante de la matriz 247!

cuando a = 1. (2+2 puntos)
x -1
b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A (y) = ( 2 ) cuando a = —1. (3 puntos)
z 0
¢) La comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n tales que B~ = mB + nl. (3 puntos)
Solucion:
a) El determinante de A vale
1 0 a
|A=|-2 a+l 2[=a’+a-2a+2+a(-2a+2+3a+3)=2a’+4a+2=2(a+1)".
-3 a-1 a
Este determinante vale 0 si a = 1.
Con esto:
« Sia#-1= r(A) =3: las tres filas (0 columnas) son linealmente independientes.
1 0 -1 0 2
. Sia=-1,lamatrizes: A=| -2 |0 2| —>ElrangodeAes2: |'°n|=‘ ) JJiO'
3 |2 -1 o

—Sia=1= |A|=2(1+1)" =8.
Utilizando las propiedades del calculo de determinantes: |A-B|=|A{B| y [kA =k"|A], siendo
A'y B cuadradas del mismo orden n.

Como 1=|1] =|AA7 | = |Al| A7 =8| A7 = |7 =%.
Como [2A7|=2°|a™| = \2A—1\=23-%=1.
X -1 1 0 -1)\x -1 Xx—z=-1
b)ySia=-1, Aly|=| 2 |=|-2 0 2|y|=|2|=¢ —2X+2z=2 — Este
z 0 -3 -2 1)z 0 -3x-2y-2z=0

sistema es compatible indeterminado: tiene dos ecuaciones repetidas. Es equivalente a:

X—-z=-1 X=-1+2 X=-1+2
= = =
-3x—-2y-z=0 -3x—-2y—-z=0 -3z+3-2y-2=0

X=-1+t
X=-1+12
= =<:y=3/2-2t.
y=3/2-2z Lt

c) Si BZ:%I—ZB:B(BZ—ZB):I:>B(3B—6I):I = las matrices By 3B—6I son

inversas, siendo B =3B—61 .
Luego los valores de m y n pedidos son: m = 3; n = -6.
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16. Comunidad Valenciana, junio 19, opciéon B

x+y+ z = 4
Problema B.1. Se da el sistema {3x + 4y + 5z = 5. donde « esun parametro real.
Tx+9y+1lz = «

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de a para los que el sistema es compatible v los valores de a para los que
el sistema es incompatible. (4 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. (4 puntos)
¢) La discusion de la compatibilidad y determinacion del nuevo sistema deducido del
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro numero diferente. (2 puntos)

Solucién:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.

11 14
A=/3 4 5|5 |=M
7 9 11 a

Sir(A) =r(M) = 3 — sistema compatible determinado: solucién unica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Si r(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion

o b~ B

1 1
El determinante de A vale: |A| =3 5/|=-1+2-1=0 = El rango de A es 2.
7 1

Tomamos otro menor de M:
11 4

IM,|=|3 4 5|=40.-45-30.+35-4=0-14 — Si o # 14 el rango de M es 3.
7 9 o

Por tanto:
« Sia # 14, el sistema es incompatible: r(A) =2 < r(M) = 3.
« Si o =14, el sistema es compatible indeterminado: r(A) = r(M) = 2.

b) El sistema es compatible (indeterminado) solo cuando o = 14. En ese caso el sistema es:

X+y+z=4 X=11+t
X+y+z=4 X+y=4-12
3X+4y+52=5 = = =>qy=—7-2t.
3X+4y+5z2=5 3x+4y=5-5z
7x+9y+11z=14 =1
X+y+z=4

c) Si el coeficiente 11 se cambia por m, el sistemaes: < 3x+4y+5z=5 .
7X+9y+mz=14
En este caso, el determinante de la matriz de coeficientes es:

111
|A|=|3 4 5|=4m-45-3m+35-1=m-11.
79 m

Ese determinante siempre es distinto de 0 (pues m # 11). Por tanto, el sistema siempre sera
compatible determinado.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

ALGEBRA (EBAU-EVAU 2019) 14

17. Extremadura, julio 19, opcién B

1. Discuta, en funcion del parametro a € I, el sistema lineal de ecuaciones: (2 puntos)
2r + y —azr = 2
r 4oy = a+1
fa+1l)e +y — 2z = 2
Solucidn:
a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
2 1 -a| 2

A=l 1 1 0|a+l|=M
a+l 1 -1 2

Si r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Sir(A) =r(M) <3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién

2 1 -a
El determinante de Avale: [Al=| 1 1 0|=-2+l-a(-a)=a’-1 —>seanulasia= *1.
a+l 1 -1
Por tanto:
. Sia#-1y1, como |A/=0, el sistema serd compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
21 1]2
. Sia=-1, A=|1 1 0|0/|=M
01 12
1 1 2
El rango de A es 2, pues i j:'zl;to; el rango de M es 3, pues |M1|: 1 0 0=-4=0.
1 -1 2

El sistema serd compatible indeterminado.
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18. Galicia, junio 19, opcion A

1. Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Suponiendo que A y X son matrices cuadradas y que A+ 1 es invertible, despeja X en la
ecuacion A— X = AX.

0 -1
b) Si A:(1 3),calculaXtaI que A—X =AX.

Solucion:
) A-X =AX = A= AX+X = A=(A+1)}X = (A+1) FA= (A1) HA+1)X =

= (A+1)A=X.

or1e 3o 3 )

(Adi(M))"

La inversa de lamatrizMes M = |M|

En este caso:
Ar1|=4+1=5; Adi(A+1)=[* H = (asr)t o[ 4 L[ 45 LS)
11 5(-1 1) \-1/5 1/5

Por tanto,
y 4/5 1/5)(0 -1} (1/5 -1/5
“\-1/5 1/5)l1 3 ) \1/5 4/5 )

19. La Rioja, julio 19
4.— (3 puntos) Sea a un pardmetro real cualquiera. Considera la matriz:

1 0 0
A= 0 a 0
0 —a 2a-—-1

(1) Determina para qué valores del pardmetro a existe la inversa de la matriz A.
(1r) Halla la inversa de la matriz A, cuando exista.

(111) Para a = 1 y las matrices

(31 Y 1 2 3 (31 2
B_(5 2)’ {_(—-]2—3)’ D_(DDD)’
resuelve el sistema

BXA =Y
%y+c _D

Solucién:
I) Una matriz es invertible si su determinante no vale 0.
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1 0 0
A=0 a 0 |=a{2a-1) > |Aj#0 si a¢0ya¢i:existelamatriz inversa de A.
2
0 -a 2a-

(Adi (A))
A
a(2a-1) 0 O . a(2a-1) 0 0
Adj(A)= 0 2a-1 a|=> Atl=——. 0 2a-1 0| >
a(2a-1)
0 0 a 0 a a
1 0 0
A't=|0 1/a 0
0 1/(2a-1) 1/(2a-1)
Comprobacion: (debe cumplirse que AA™=1)
1 0 0 1 0 0
AAT=|0 a 0 WO 1/a 0 =
0 -a 2a-1)\0 1/(2a-1) 1/(2a-1)

I1) Suinversaes A™ =

o O
o - O
~ O O

1 0 O

1 00
) 3 1 1 2 3
) Paraa=1, A=|0 1 0|,A~ =0 1 0|,B= , C= y
5 2 -1 2 -3
0 -1 1 011

X =B~ iya™

31 2 :
D= , el sistema < 1 .
00 Y =3D-3C

IS
-Y+C=D
3

312y (1 23 6 -3 -3) , (2 -1
Y =3 -3 = ;Bl= ;
000 12 3/ 13 69 5 3

BXA=Y {

=)
m O o
U

R O O O O

(9 15 -15
|21 39 42 )
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20. Madrid, junio 19, opcién A

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

> A 1 0 0
SO 0 1 0
Dadaslamatices A= 1 a 2 2-a|yM=|, u o | - se pide:
-1 2 a a-=2 =
0 0 1

a) (1.5 puntos) Estudiar el rango de A en funcion del parametro real a.
b) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz AA para el caso a = 0.

Solucion:
a) El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.
Se calculan dos de sus menores:

””””” '

1 34
IM,| = a 2/=a’+a-2 - Seanulacuandoa=-20a=1.
12 a
1 3 1
IM,|=|1 a 2-a/=a’+a—-2 — Seanulatambiénsia=-—20a=1.
-1 2 a-2
Por tanto:
. Sia#-2yl,elrangode Aes3.
. Sia=-20a=1,elrangoes 2: el menor|M3|=‘_11 27&0.
1 3 41 100 1 3 1
b)Sia=0,lamatriz AM=|1 0 2 2 -O 1o =1 0 2
_120_2000 -1 2 2
0 01
1 3 1
Como |AM|=|1 0 2|=—-4+2=-2=0 = dicha matriz es invertible.
-1 2 2
- t
Su inversa es: (AM )7l = % , siendo Adj(AM ) la matriz de los adjuntos de AM.
-4 0 2 -4 8 6
Como Adj(AM)=| 8 -1 -5 y|A-M|=—2:>(AM)l=—%- 0 -1 -1|.
6 -1 -3 2 -5 -3
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21. Madrid, junio 19, opcién B

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una estudiante pidi6 en la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas y pago un total de 19 euros.

Al mirar la cuenta comprobd que le habian cobrado un bocadillo y una bolsa de patatas de mas. Reclamd y le
devolvieron 4 euros.

Para compensar el error, el vendedor le ofrecio llevarse un bocadillo y un refresco por solo 3 euros, lo que suponia

un descuento del 40 % respecto a sus precios originales. ;Cudales eran los respectivos precios sin descuento de
un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

Solucion:

a) Sean x, Y, z los precios de cada bocadillo, refresco y bolsa de patatas compradas,
respectivamente. Con los datos del enunciado se obtiene:

3X+2y+2z2=15 — Le cobran 19 €, pero le dolvieron 4 €.

X+2z =4 — un bocadillo y una bolsa de patatas valen 4 €; los que le devuelven.
0,60x+0,60y =3 — la rebaja del 40 % supone un 60 % de su precio.

3X+2y+2z2=15
Se obtiene el sistema X+z=4
X+y=5
Puede hacerse por sustitucion:
3x+2y+2z=15 (3x+2y+2z=15 [3x+2(5-x)+2(4-x)=15
X+z=4 = z2=4-x = z=4-X =
X+Yy=5 y=5-X y=5-X
—-X=-3—>X=3
=>J2=4-x>17=1.
y=5-X—>y=2
Un bocadillo costaba 3 €; un refresco, 2 €; una bolsa de patatas, 1 €.
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22. Madrid, julio 19, opcién A
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

{ kx + (k+1Dy + = 0,
Dado el sistema de ecuaciones —x - ky — = 0, se pide:
(k—1=z -— U = —(k+1),
a) (2 puntos) Discutir el sistema seglin los valores del parametro real k.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema para k = —1.
Solucion:

a) Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
k k+1 1 0
A= -1 k -1 0 =M
k-1 -1 0| —(k+1)
Sir(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: solucién Unica.

Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.
Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucién

k  k+1 1
El determinante de A vale: |[A/=| -1k  —U=—k—(k+1}(k-1)+1-k(k—-1)=—-2k*+2
k-1 -1 0
—seanulasik==*1.
Por tanto:
« Sik#-1y1, como |A| # 0, el sistema sera compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
-1 0! 1|0

3—1 —1 -1/ 0 |=M — se obtiene un sistema homogéneo, que

o« Sik=-1, setendra: A=

siempre es compatible. En este caso, indeterminado, pues el rango de A es 2, ya que
-1 0
J=1¢O.

1i2 1]0]
. Sik=1setendra: A=|-1:1 -1 0
0 -1 0]-2]
1 9 2 1 0
EIrangodeAesZ:‘ L 1‘zS;«tO;(:omoelmenor 1 -1 0[|=6=0,elrango de Mes 3.
-1 0 -2
Por tanto, en este caso, el sistema serd incompatible.
-X+2=0 X=t
. . -X+2=0 Z=X
b) Sik=-1,setiene: < -x-y-z=0 < = - (x=1): qy=-2t.
—2Xx-y=0 y =—-2X
-2Xx—-y=0 z=
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23. Madrid, julio 19, opcién B

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

. 1—a 1 1 0 ,
Dadas las matrices: A = ( 1 1+a ) , 1= ( 0 1 ) se pide:

a) (1 punto) Calcular para qué valores a € & se verifica A2 — [ = 24.

b) (0.75 puntos) Calcular los nimeros reales a para los que la matriz A admite inversa y calcularla, cuando
sea posible, en funcion del parametro a.

c) (0.75 puntos) Galeular, en funcién de a, el determinante de la matriz (4A4")?, donde A’ denota la matriz
traspuesta de A.

Solucion:

a) Laecuacion A2 —| =2A < AZ—2A=]1.
Operando:

) (1—& 1 j(l—a 1 j (1-a)’ +1 2 a?-2a+2 2
A = o = = ’
1 1+a){ 1 1+a 2 1+(1+a)’ 2 a’+2a+2

1-a 1 2-2a 2
2A=2 = :
1 1+a 2 2+2a

Luego:

) a®-2a+2 2 2-2a 2 10
A _2A=1 = - - N
2 a’+2a+2 2 2+2a) \0 1

a> 0 1 0
= = a==*1.
O a2 0 1

b) Una matriz es invertible si su determinante no vale 0.

l1-a 1
|A| = =-a’ — |A#0 si a=0: existe la matriz inversa de A.
1 1+a
Adj(A))
Su inversa es A‘lz(J—()).
A
1+a 1
1+a -1 l+a -1 S 2 2
Adj(A) = - Aat=—L - &
-1 1-a a-\ -1 1-a 1 l1-a
a2 al
Comprobacion: (debe cumplirse que AA™=1)
lva 1 _1—a2+i l-a 1-a
apto (i 2 1 a2 a2 | | a® & a a | (10
1 1+a)| 1 1-a| | 1+a 1+a 1 1-a®| (0 1)
a2 & PP PO

2
c) Como A es simétrica, A-A' = A% Por tanto, (A-At) =A' =

(<[

Como |Al= =-a’ = ‘(A-A‘)2‘=‘A4‘=|A|4 =(—a2)4 =as.

1-a
1 1+a
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24. Murcia, junio 19, opcién B

I 1 1
B.1: ConsiderelamatrizA=| 0 1 0 |.
0 0 1
a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A2, A% y A%
b) [0,5 p.] Calcule |la expresion general de A" para cualquier valor de n € IN.

¢) [1 p.] Determine si existe la inversa de A. En caso afirmativo, calculela.
Solucién:

1 1 1yy1 11 1 2 2
a) =0 1 OO0 1 0|=|0 1 OFf;
0 0 1)l0 0 1 0 01
1 1 1)1 2 2 1 3 3
A=AA={0 1 040 1 0|=|0 1 Of;
0 0 1)l0 0 1 0 01
1 1 1)1 3 3 1 4 4
A'=AA’=|0 1 OHO 1 0|=[{0 1 O].
0 0 1)l0 0 1 0 01
1 nn
b) Voy a demostrar que la conjetura A" =0 1 0 | es cierta aplicando el método de
0 01

demostracién por induccién.

En efecto:

1. Se cumple paran =1.

2. Supuesto cierto para n hay que ver se cumple para n + 1:
11 1)(1 n n 1 n+l n+1

A"=AA"=|0 1 OO 1 0|=(0 1 0

0 0 1)l0 0 1 0 O 1

Por tanto, la conjetura es cierta.

. t

c) Como |A|=1=0, la matriz A es invertible. Su inversaes A™ = % .
1 00 1 -1 -1
Adj(A)=|-1 1 0= A'=|0 1 O
-1 01 0 0 1
Comprobacion: (debe cumplirse que AA™=1)
11 1)1 -1 -1 1 00
AA'=[0 1 0//0 1 0(=|/0 1 0
0 0 1)lo 0 1 0 01
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25. Navarra, junio 19, opcion A
A1} Estudia el signiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del
pardmetro real a v resutivelo en los casos en que es compatible:

(0 +2r —y —az = —a

(—a =2}z + 2y +{a®* —a)z =3a -1

a-+2lr 2y (2~ 2a)z=—2a

{ ) ¥+ ) (3 puntos)
Solucion:

Para aligerar los calculos conviene simplificar el sistema inicial aplicando transformaciones
de Gauss):

(a+2)x—-y-az=-a (a+2)x—-y-az=-a
(—a—2)x+2y+(a2 —a)z =3a-1 > E2+E1 y+(a2 —Za)z =2a-1 —
(a+2)x-2y+(2-2a)z=-2a E3-El -y+(2-a)z=-a
(a+2)x-y-az=-a
- y+(a2—2a)z:2a—l
E3+E2

(a2 —3a+2)z —a-1
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada.
a+2 -1 —-a —-a
A=| 0 1 a*-2a |2a-1|=M
0 0 a*-3a+2| a-1
Si r(A) =r(M) =3 — sistema compatible determinado: solucion unica.
Sir(A) =r(M) < 3 — sistema compatible indeterminado: infinitas soluciones.

Sir(A) <r(M) — sistema incompatible: no tiene solucion
El determinante de A vale:

a+2 -1 —-a
A=l 0 1 a*-2a |=(a+2){a’-3a+2)=(a+2)}{a-1}{a-2).
0 0 a*-3a+2
— Seanulasia=-2;a=1;a=2.

Por tanto:

« Sia#-2,1y2,como |A| # 0, el sistema serd compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
0i-1 2| 2

. Sia=-2, A=|0 i1 8]|-5

El rango de A es 2, pues L

Por tanto, en este caso, el sistema serd incompatible.
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3 -1 -1 -1
. Sia=1: A=|0 1 -1 1 |=M — Como hay una fila de ceros, el rango de ambas
100010
matrices es 2. Por tanto, en este caso, el sistema sera compatible indeterminado.

4 -1 -2| -2
. Sia=2, A=|0 1 0| 3 [=M.
0.0 0f1
-1 2 lﬂ_ﬂiﬂﬁ_’éﬁﬁ;ﬁéil
El rango de A es 2: ‘1 0 #0. El rango de M es 3, pues 1 0 3 37&0.
10 0 1}

Por tanto, en este caso, el sistema sera incompatible.

Resolucion:
— Sia#-2,1y2, como |A| # 0, el sistema es compatible determinado: r(A) = r(M) = 3.
Luego, aplicando la regla de Cramer:
-a -1 -a
2a-1 1 a’-2a
a-1 0 a’-3a+2 _ (a—l)-(a2—2a+2) _a’-2a+2
a+2 -1 -a (a+2){a-1)(a-2) (a+2)(a-2)’
0 1 a’-2a
0 0 a’-3a+2
a+2 -a -a
0 2a-1 a’-2a
yo 0 a-1 a’-3a+2 _ (a+2)-(a—1)-(a—2)(3a—1):3a_1_
a+2 -1 —a (a+2){a-1)(a-2) ’
0 1 a’-2a
0 0 a’-3a+2
a+2 -1 -a

0 1 2a-
|0 0 a-1] _ (a+2}{a-1}) 1
la+2 -1 -a ~ (a+2)(a-1)(a-2) a-2’

0 1 a%-2a
0 0 a’-3a+2

X—-y-z=-1 Xx=-2/3+2t/3
. . 3X—-2y=-2
— Sia=1, setiene: y-z=1 < =(y=t)= y =t
z=-1+y
0z=0 z=-1+t
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26. Navarra, junio 19, opcién B

B1) Resuleve la ecuacion matricial X - A% = 4% teniendo en cuenta
que A es la siguiente matriz:

A= (_f _01) {2 puntos)
Caélculo de algunas potencias de A:

S Py R T e e S

Con esto se deduce que: A3=1y A’ =A",
Po tanto:

Solucioén:

AB — AAZ = A-(A3)8 —Al=A; A® = AZAB - AZ-(A3)11 — A2| = A?,

Luego, la ecuacién inicial, X-A* = A% puede escribirse como:

0 1
X-A2=A o X-AT=A = (X-A’l)-AzA-Az>XzA2 — Esto es: X=[ . J.

27. Navarra, julio 19, opcién B

B1) Calcula los valores del parametro ¢ para que se cumpla la condicion
|A- Bl =|A+ B| ,siende A y B las siguientes matrices:

0 {0 f—1 i i 0
A= 0 —t £ vB=1lt4+1 ¢ 41
t+1 1—+¢ 1 1 t—1 t4+1
{2 puntos)
Solucion:
0 0 t-1 t 0 0 t 0 t-1
A+B=| O —t t [+|t+1 t t+1|=t+1 O 2t+1];
t+1 1-t 1 1 t-1 t+1 t+2 0 t+2

Como A + B tiene una columna de ceros, entonces, |A+ B| =0. Por tanto, debe cumplirse que
|AB|=0.
Como |A-B|=|Al{B| = |AB|=0 si |A|=0 o |B|=0.

0 0 t-
A= 0 -t t|=t(t-1)(t+1) >valeOsit=-1,t=00t=1.
t+1 1-t 1
t 0 0
Bl=ft+1 t t+1=t(t+1) >valeOsit=—10t=0.
1 t-1 t+1

Por tanto, los valores de t que cumplen que |AB|=|A+B| sonsit=-1,t=00t=1.
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28. Pais Vasco, junio 19
Ejercicio B1
Dada la matriz A(a)

100
A(@)=|1 a 0
111

calcular, razonadamente, el valor de a para que el determinante de A(a)? valga 4. (2 puntos)
Solucion:
100

|A@@)|=]L a O:a:‘A(a)2‘=a2—>a2:4:>a:i2.
1 1 1

29. Pais Vasco, julio 19

Ejercicio B1

Dada una matriz 3 x 3 cuyo determinante es igual a 5, se realizan sucesivamente las
siguientes operaciones:

a) se cambian entre si la primera y segunda fila,

b) se multiplica la tercera columna por -2,

c) se multiplica toda la matriz por 2 'y

d) se traspone la matriz.

Calcular de forma razonada el determinante de la matriz obtenida.
Solucién:

Hay que utilizar las propiedades de los determinantes.

a) Si se cambian entre si dos filas el valor del determiante cambia de signo.
Luego, al hacer a), el valor del determinante de la matriz resultante es —5.

b) Si una columa se multiplica por un nimero k el determiante queda multiplicado por k.
Luego, si k =-2, el valor del determinante de la matriz resultante es (-2) - (-5) = 10.

c) Si una matriz se multiplica por un nimero k el determiante queda multiplicado por k",
siendo n el orden de la matriz.

Luego, si k =2y n =3, el valor del determinante de la matriz resultante es 2310=280.

d) El determinante de una matriz vale lo mismo que el de su traspuesta.
Por tanto, el determiante de la matriz obtenida vale 80.
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