Algebra lineal. Matemdticas II

Opcion A
Ejercicio 1.  (Puntuacién maxima: 3 puntos)

mx+3y+z=1
o x+my+3z=1 .
Discutir el sistema segun los valores del parametro, y resolverlo en los casos de
x+y+mz=3
3x+y+z=m
compatibilidad.

Solucion:

Como es un sistema de cuatro ecuaciones y tres incognitas comenzamos analizando el rango de la matriz ampliada.

m 3 1 1 m 3 1 1 m+5 m+5 m+5 m+5 I 1 1 1
- 1 m 3 1 1 m 3 1 1 m 3 m 3 1
A= ; = :(m+5) =
1 1 m 3 1 1 m 3 1 1 m 3 1 1 m 3
31 1 m 3 1 1 M| por s 3 1 1 m 31 1 m&es
e
1 0 0
| m—1 5 m-—1 2 m=—3 0 m=3 m=—73 0
=(m+5)1 o me1l o =(m+5)] 0 m-1 =(m+5)| 0 m-1 2 =(m+5)] 0 m-1 2
3 - 5 me3 -2 -2 m_3E=E+F3 -2 -2 m—3C3:C3_CI -2 -2 m-1
m—1 2 m=-5
:(m+5)(m—3) o m_IZ(m+5)(m—3)(m2—2m+5) = (m+5)(m—3)(m2—2m+5):0 :>{m:3

El determinante se anula para m=-5y m=3=si m#Z-5y m#3, Rang(Z) =4> Rang (A) = sistema incompatible

Para m=-5, Rang (;1) <4

-5 3 1
1= 3| [ b2
A= ) 5 :>3 1¢0; 1 1 -5=80 :>Rang(A):3=Rang(E):n° incognitas = sistema compatible determinado
1 1
31 1
1 -5 3 1 1 3 1 -5 1
1 -5 1 3 -5 1 1 3
x=5y+3z=1
-5 1 1 3 -5 1 31 -5
x+y-5z=3 =>x=*———7>"=-1; y=——"-—~"=-1 ; z=———"=-1
80 80 80
3x+y+z=-5

Para m=3 , Rang(Z) <4

3 31
1 33 11 b3
A= 113 = 3 1;'50; 1 1 3=16 :Rang(A):3:Rang(Z):n° incognitas = sistema compatible determinado
11
311
1 33 1 13 1 31
313 1 33 1 13
x+3y+3z=1
311 3 31 313
x+y+3z=3 =>x==———=1; y=——-"=-1 ; z=——=1
16 16 16

3x+y+z=3
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Ejercicio 2.  (Puntuacién maxima: 2 puntos)

Si A es cualquier matriz con n filasy n columnastal que A’ + A—1 = 0, probar que det(A) Z0.

Suponiendo que det(Az) =9, calcular el valor de det(A2 + I).

Solucion:
Como A +A-1=0 = AL+A4=1 ; A[@A2+1):1 = A=A+

entonces, existe A™', con lo que |A| Z0.

Sabemos que |A2|:9 = |A2|:|AD4|:|A|E]]A|:|A|2 = |A|:3 0 |A|:—3

AL+I=4" = |A2+1|:|A‘1|:i

|4

, entonces tenemos que |A2 +I| :% 0 |A2 +[| = —é

Ejercicio 3. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)

Determinar todos los valores de m para los que el siguiente sistema no tenga solucion

Solucion:

Lo primero es ordenar el sistema :
2 1) (x mx +1 2x+y mx +1 2x+y=mx+1 (2-m)x+y=1
= = = = =
-3 2)\y mx —1 —3x-2y mx =1 —3x-2y=mx-1 (m+3)x+2y:1
- (2-m 1 1 11
A= ,
m+3 2 1 21

2-m

m+3

z0 = Rang(Z) =2, para que el sistema no tenga solucion Rang(A) <2= |A| =0

4=

1
2‘:4—2m—m—3:1—3m ; |4=0 = 1-3m=0 :mzé

Ejercicio 4. | (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Resolver la ecuacidn matricial A4 I:@X +C)B’ =D , siendo

2 -1 3 3 1 -1 1 2
A=]1 0 2| ; B=£4 2j;C= -4 -1|; D=3 0
-1 1 0 3 -1 -2

Solucién:
Hay que resolver la ecuacion A0QX +C)B'=D = A'H{X+C)B' IZQB’)_1 =4 D [QB’)_l ;

(x+C)=4" [@Bt)_1 ; entonces, la matriz X pedida sera X = A”' [D [ﬁBt)_l -C
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Calculemos A"

PR _ a TN
11_1 2 - A21 1 2 31 0 2 -
2 -1 3 -2 -1
1 2 2 3 2 3 a1
A=|1 0 2|, |4=-3 A, =~ =—4 , =1 A, =- =7 = A'=—|-4 1
-1 2 -1 2 1 2 =3
-1 1 2 I -1
1 0 2 -1 2 -1
A13__1 1:1 ‘423:__1 1 =-1 33:1 0:1
Ahora buscamos (B’)_
3 4 B, =-2 B =- -2 -4
B , |Bt|: : 11 21 = (B’)I:i
-1 =2 B, =1 B, =3 201 3
-2 -1 =2 1 2 -1 1 -3 0 -1 1
- ! -1 -2 -4\ -1 1 -2 -4
X=4"D{B) -c=—0-4 1 -7|03 0 G—-|—-4 -1|==|6 6 |4 -1|=
1 3) 2 1 3
1 -1 1 -1 -2 0o 3 -3 0 0 3
6 12 -1 1 1 2 1 -1 2 1 2 1
:é—6—6——4—1:—1—1+41:30:>X:30
6 12 0 3 1 2 0 -3 1 -1 1 -1
Opcion B
Ejercicio 1. | (Puntuacidn méaxima: 3 puntos)
Discutir y resolver el sistema segun los valores del pardmetro A :
I 2 -1 X 2
11+ =2 [0y |=]24
1 A 1+A4)\z 1
Solucidn:
Estudiamos el rango de A segun los valores de A.
1 2 -1 1 2 -1
A=[1 1420 =2 |, 4=l 144 =2 |=(1+A) =222+ (1+A)+ A =2(1+ 1) =24* -2
1 A 1+ I A 1+4
A=0
|[4=0 = 24’ -24=0 =
A=1
|si AZ0y A ¢1|, Rang(A) =Rang(;1) =3 = sistema compatible determinado = solucion unica.
1 2 -1 Lo 1 2 -1 2 2 -1 2
,A=110,‘01‘=1y221100,100:2+1:3¢0
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
entonces tenemos que Rang(A) =2 iRang(Z)=3 = sistema incompatible.
31 Matemdticas 11




Algebra lineal. Matemdticas II

1 2 -1 1 2 -1 2
1 2 _
, A=|1 2 -1]| , ‘1 1‘ =-1 y A=|1 2 -1 2|, como C,=C, no hay menoresde orden 3 distintos de cero
11 2 11 2 1

= Rang(A) = Rang(Z =2 = sistema compatible indeterminado.

x=-5U
X+2y=2+z .
Resolvemos para A=1 { B , 122" = y =143z = x=-5z = solucion: {y=1+3u
x+y=1-2z
Z=H
Resolvamos el sistema para el caso compatible determinado :
2 2 -1
24 1+4 -4
O S _2(14A) 227 =20+ 1424207 —4A(1+4) _ 24 -A+3 _(A-1)(24-3) __24+3
|4] 247 =24 24* =22 2A(A-1) 24
1 2 -1
1 24 -4
o 1A 2214 2)=1-22424+A=2(1+A) 247 +2-3 _(A-1)(24+3) _24+3
YT 24% -2/ S 24720 22(4-1) 22
1 2 2
I 1+4 24
O _(1+2)+24+44-2(1+A)-2A-2 _ 31-3 _ 3(A-1) _ 3
|4] 247 -2 207 =24 2A(A-1) 24

Ejercicio 2. | (Puntuacidn méaxima: 3 puntos)

Dados los vectores de R?, a, = (1,2,3) ; a, = (2,—1,1) ; a; = (1,—1,—1) se pide:
a. Comprobar si son linealmente independientes.
b. Dado a,OR’, a, = (3,—1,2), ¢depende linealmente de a,,a, y a;?

c. Encontrar una combinacién lineal nula de los vectores a,, a,, a, y a,

Solucion:

a) Veamos si los tres vectores son linealmente independientes :

1 2 1
2 -1 -1|=5%#0 = al ser distinto de cero, las tres filas (consideradas como vectores ﬁla) y las tres columnas
31 -1

(consideradas como vectores columna) son linealmente independientes = los vectores a,,a, ,a; son linealmente independientes.

b) Como a,,a, ,a, son tres vectores linealmente independientes de un espacio vectorial de dimensién 3 = son base de R® =
cualquier otro vectorde R’ se puede poner como combinacion lineal de {91 ,a, ,93} = en particular, a, = (3,—1,2) depende

linealmente de {al ,a, ,93}.
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¢)a,=a b +a, @, +a,la, = (3,-1,2)=a,01,2,3)+a, [{2,-1,1)+a,[{1,-1,-1) =

a +2a,+a,=3

(3,-1,2)=(a, +2a,+a,,2a,-a,-a,,3a, +a,-a,) = 2a,-a,-a,=-1 (la)+(2a)—(3a):>m

3 02 1

1 -1 -

2 1 -l
R TR S

2 -1 -1

301 -l

Entonces a4:é|]11+%@2+0@3 = Sly, =1y, +70,+00d;, = |a,+7L4, +004, —50L4, =0

Ejercicio 3.

Resolver la ecuacién:

Solucidn:
2x 2 3 x-
1 —x 1 =2
X 5 x
2 1

Ejercicio 4.

Dada la matriz 4=
Solucion:

a

Como |A|: 0

0

O'l:g

a,

(VRN

1

W N~ N

2x 2 3
1 -x 1
X 5 x
1 1
1 2x-3
o
1o
C=C,-C; 0

a 1 0
0 a
0 0 a

1 0

a 1|=a’#0 puesto que a#0 = existe la matriz A™', calculémosla :

0 a

[l Y]

— =

(Puntuacion maxima: 2 puntos)

(Puntuacion maxima: 2 puntos)

3a,+a,-a, =2

1 2 3
2 -1 -1
31 2| 0.
1 2 1| 5°
2 -1 -1
301 -1

1|, calcular A7 y A"; (a % 0).
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a 1 ) 1 0f 1 0
4, 0 a_a 4, _0 a__a 7, 1_1
a 0 a -a 1
4=(0 a 1|, [4=a  ay=-] =0 =" Y= ay=-" Y2 sa=lo @ -
’ 20 a >0 a 200 1 a )
0 0 a 0 0 a
|0 qa|_ a1} a1 )
137 0_0 2 _0 0_0 3o a_a
e @& &
= A71: 0 l _iz
a a
0o o0 1
a
Calculemos ahora A"
a 0) (a a 2a 1 a 1 0\ (d* 2a 1 a 3d* 3a
A=4AMU=|0 a 1|00 0 & 2a ;. A=A =|0 a 1 0 & 2al=|0 & 3d°
0 0 a)l\O a 0 0 4 0 0 a 0 0 4 0o 0
a at 4a® 6a* a 1 0)(da* 4d° 6d° a 35q* 104°
A4—AD43— 0 a =0 da* 4a°| ; A=AW*'=|0 a 1|00 o 4d°|=|0 & 54*
a 0o o0 4 00 a)JlO 0 4 0o 0o a
a" ("_)a a®> na L=
entonces tenemos que A" 0 a na"" |=a"00 & na
0 0 a" 0 0 4
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