Algebra lineal.
Opcion A
Ejercicio 1. | (Puntuacién méaxima: 2,5 puntos)

dax+4ay+ 2z= 2¢
Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales: s ax+ y— az= a , se pide:
dax+ 4ay+ az= 4

— (1,25 puntos) Discutase el sistema segun los distintos valores del pardmetro real a.
- (0,75 puntos) Resuélvase el sistema en el caso a=-1.
— (0,5 puntos) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.

Solucion:
4ax+4day+ 2z= 2a 2ax+2ay+ z= a
ax+ y-az= a O rers 17T, ax+ y-az= a
dax+ day+ az= 4 dax+day+ az= 4
2a 2a 1 2a 2a 1 2 a
La matriz asociada al sistema es= al - |a= | |3 al - |=a 1 - :a(—32+ﬁ —4)
4a 4da a 4a 4da 4 4da
a=0 a=0
A=0 = a(-2e°+6a-4=0 = 1, - Ja=1 = sia#z0,azlya#z2 = RangA3
a“-3a+2=0
a=2
Sia=0
0
en A encontramos el menpr |20 = Rang( A=2
0 010 1
La matriz ampliada es A|0 1 0 0| ; 01
0 0 4 en Atenemosl 0 Q=-4z0 = Rang(_A):3
00
Sia=1
2 1
en A encontramos el menpr |#0 = Rang( A=2
2 2 1 1 1 -
La matriz ampkda es A=|1 1 -1 1| ; 2 1
4 4 1 4 lenAtenemosl -1 1=-5¢0 = Rang( A=3
4 1
Sia=2
4 1
_(r 41 en A encontramos el menFr 217&0 — Rang( A=2
La matriz ampliada es A[2 1 -2 : 1 -

8 8 2 4] |en Atenemos ,F=2F = Rang(_A):Z
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Algebra lineal.

Discusion

Si az0, azl y a# 2, Ran@ )\:3: Ral(gf)ﬁc °n de incognitas Sistema compatible determinado
Sia=00a=1, Ran§ h=2< Rar(gf)A::S =  Sistema incompatible

Sia=2, Rand A=2= Ran@f)b\ =  Sistema compatible indeterntrfatfinitas solucionel

Re®lvemos para & -1

—2X—2y+z=-1 -2 -2
-X+y+z=-1 |A4 =|-1 1 1j=12 ; solucion tnica= resolvemos por la regla de Cramer
-4x-4y-z=4 -4 -4 -

-1 -2 -2 -1 -2 -2 -

-1 1 -1 -1 -1 1 -

4 -4 -1 -9 3 -4 4 -1 3 1 -4 -4 24
X=t— 1=~ = y=———"1=—= z=— 1= =-2

|A 12 4 |A 12 4 |A 12

Resolveros para a=2

4 1
El menor de order2 distinto de cero %r:? 2‘7& 0 = esto nos idicaque debemos quedarnos con las dos prime

ecuaciones y considerar la incégnita x anrparametra

4X+4y+2z=2 yzm x=4

4y+z=2-4x 9 » 6-104
2x+y—-2z=2 = = solucion: § y=

{y—Zz:Z—Zx Z_—6+4x 9
8x =4 R ,_6+4)

9

Ejercicio 2. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

1 1 3 3

1 x x+2 2x+1
Resuelve la ecuacion ) =

1 x* 2x+1 X+2

1 X 3x 3%
Solucidn:
1 1 3 3 1 1 3 3
1 x x+2 2x+1 0 x-1 x-1 X- 2 x-1 x-1 Z(X_l)

= =10 (x=1)(x+1) - - =

1 X 2x+1 X+2 0 X-1 X- 2 ¥+ - (=)(xrg) —2Ax=g (%30 3
1 X 3x 3¢ |esRE |0 X¥-1 3x-3 3¥¢-3 (X_l)(X2+X+1) A(x-3 Lx (=

BER

1 1 2 0 1 w1
=(x-0°0 (x+1) 2 (x+3 =(x-1)°0 x-1 2 x-1=(x-9- 1)[‘1( (x+2) Ax-1°
(x +x+1) 3 3(X+])qqq X2+ x-2 3 3x-
2=G-2C,
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Algebra lineal.

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

1 a1l
Dadalamatriz A=|0 1 O],
0 1 a

— (0,5 puntos) Determina los valores de a para los que la matriz A admite inversa.
— (1,25 punto) Calcula la matriz A™ en funcién del pardmetro a.

1 a 1)(x 0
- (0,75 puntos) Para @ =2, resuelveelsistema |0 1 O[ly|=| 1
0 1 a)lz 2
Solucion:
Atiene inversa = | %0
1 a
|A=|0 1 0=a = Sia#0, lamatriz A tienénversa
01
Ahora calculemos A para a0
_1 _ _ a — 2 _a —
A, 1 =a A&l__l =l-a Ay 1 =-1
1 a1 a 1-a& -1
A=|0 1 0 |A=a 0 0 1 a ! 0 At=2o a o
= , = = - = = = = - = = =_
A=l Au=| A= N
01 a 0o -1 1
[ =0 =\ =-1 [t =1
A=l | A=l = A=l =
_ a2
, a1
a
A*=]0 1 0
o -+ 1
a a
1 a 1)\(x 0 0 X 0
Para resolver el sistema0 1 O|lly|=| 1| paraa= 2= yl=|1] = |y|=A"]1 =
0 1 ajlz 2 z 2 z 2
X__5
x12—3—10 x1—5 Y
= y|== 2 0|1 = y:§ 2 = y=1
z 0 -1 1)(2 z 1 -1
2
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Algebra lineal.

Ejercicio 4. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

a
j , se pide:

2
Dadas las matrices de la forma AI(
C

10
— (1 punto) Encuentra todas las matrices A que satisfacen A = A— | . Siendo | I( j

-1
— (0,75 puntos) Calcula la matriz (AS)

— (0,75 puntos) Halla la matriz A%,

Solucion:

2
A:( a} verifica que A= A |
b c

, (2 a)[2 a 4+ab 2at+ a 2 a) (1
A= = i A=l = - =
b c/{b ¢/ (2brbc abr t b c) (0 1

4+ab=1
2at+ac=a
2b+bc=b
ab+=c-1

4+ab 2a+ac) (1 a
2o+bc ab+ré) (b el

2 a
Entonces las matrices pedidas son de la forka| 3

a

Ahora caIcuIemosé 50)_1. = A L

Como A=-1 = A= = AlA=1 = Aslamatrizinversade®A = ( '54_1

A282A24DA4:(A6)4 OA*= 1“0A%= A= ROA- IOA-A:; A=-A

1

b

ab=-3 = b:—§

a
a(2+c)=a = 2+c=1 = c=-1
b(2+c)=b = 2+c=1 = c=-1
ab+d=c-1 = -3+(-1)°=-1-1

K AE A A AL A

. 2 a
— 5\ —
= A (A) = _3 1
a
-2 -a
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Algebra lineal.

Opcion B

Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

1 1 1 m
X
1 1 m 1
Se considera el sistema de ecuaciones: yI|=
m 1 1
Y4
m 1 1 1

— (1,25 puntos) Discutirlo segun los valores del pardametro real m.
— (1,25 puntos) Resolverlo en los casos de compatibilidad.

Solucion:

Como el sistema tiend ecuacione8y incognitas empezamos analizando el rango de la matriz ampliada

11 1 m 11 1 1 1 1 m 1 1 1
— |11 ~ /1 1 m 1 0 0 m-1¢t 0 0 m-1
A= = |A|: = =

1 m1 1 1 m 1 1 0 m-1 0 &m 0 m-1 0

m1 1 1 m 1 1 1EEE m-1 0 0 Tm_ ... M1 0 0

3 — 3 m=1 X —

=(m-1°(m+3) ; [A=0 = (m1)’(m3y=0 = {m_ ; = SIMl ym-3, RangAd
Sim=1

, todas las filas son igualess RangsA RangA

>l
]
s
s
N
)

Sim=-3
1 1 1 -3 |A=0 = RangA<4

_ 1 1 -3 1 1 1 1

A= =
1 3 1 1 en A encontamos el menofl 1 -3=-16 = RangA=3
-3 1 1 1 1 -3 1

Discudén:

Si m#1l y m¥-3, Ran§ A=3< Rar(gf)ﬁM =  Sistema incompatible
S m=1, Rang A=1= Ran(;f)\ =  Sistema compatible imdetinado( infilitas solucione$
S m=-3, Rang A=3= Ranéf)\: hdeincognitas = Sistema compatible determita

Resolvemos para m1

I
T
A

|
AN

Todas las ecuaciones son iguales el sistema se reglucex+ y+ z=1 = x=1-y-z =

N < X
I
T N
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Algebra lineal.

Resolvemos para m-3

1 1 1
En A teniamos el men 1 -3=-16 = las tres primeras ecuac®s son linealmente independientes
1 -3 1
podemos prescindir de la cuarta por ser combinacion lineal de las otras tres
X+y+z=-3 1 1 1
x+y-3z=1 = |A=[l 1 -3=-16 vy aplicamos la regla de Cramer
x—-3y+z=1 1 -3 1
-3 1 1 -3 1 -
1 1 - 1 1 - 1 1
1 -3 1 1 1 1 -3 1
X:—_ﬁz 1 y:—_ﬁz—l Z:—:E: 1

Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

— (0,75 puntos) Encuentra los valores de a para que los vectores, € :(—a, a, O), € =(O,a—1,a),
€ = (a,O, a+ 2) sean una base de R°.

— (0,75 puntos) Para uno de esos valores de a, calcula las coordenadas del vector v = (1,— 2, 3) en la base
formada por{el, €, g}

— (1 punto) Para algun valor de a# 0, busca una relacion de dependencia lineal entre los vectores

€. &, 8§

Solucion:

Para que tres vectores formen una baseRfe basta con que sean linealmente independientegugussém un
espacio vectorial tenemos el mismo ndmero de vectores linealmente independientes que la dimension del espacio
automaticarente sonbase

Veamos para qué valores de a los vectorgs £ €,y e son linealmente independientes
e=(-aa0), e=(0,a1,3, e=( a0, a 2

-a 0 a -a 0 a Al a

a a-1 0 = 0 a-1 a|=-a =-all(a-Y(a+ -2 |=-d a2
P o= alla (e 3-2)=-o &2

0 a at2 0 a a+2

Fp=F,+F,

a 0 a a=0 f base d&? todo val

a al 020 = -a(a-2)=0 = = e,e ye forman base para todo valor
a=2 atal que az0 vy a 2.

0 a a+2

Supongamos ahora que=a-1 = ¢ =(1-1,0 ,e,=( 07 27 ) &=(- 1,0)1

V= (1,— 2,3 es un vector d®® cuyas coordenadas estap resadas en la base candnica
Enlabase{ ¢, ¢ ¢ tendrdcoordenadasf , x y 2 =Vl xel,ydl,ze

(1,-2,39=x01-1,9+y{ 0x 25 wzf- 1,0)1= ( % 2)8(x-x )o( O, y2y+(-z 9>
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Algebra lineal.

Xx-z=1

X-y=4 2
(1,—2,3:(x—z,—x— 2y - y+j = -x-2y=-2 O[5 {—X—Z - 0,3 -3y=2= y:—§
—y+z:3 y
2 10 2 7 10 2 7
X=4-—=— ; z2=3—-—=— v=|—,—-—,—| enlabas , 8, 8.
3 3 3 3 - (3 3 3} e{g £ é

Para que ¢, g, £ sean linealmente dependigntesOa =@a Como,a entonces debe2sera
= ¢=(-2,2,0 ,e=(0,1,2 ,=( 2,0, y la combinacion lineal}, OerA,0.-1,0 £0 tendrd
valores ded no todos cero
Como ¢ y g son linealmente ependientes al no ser proporcionales> , e se podra poner commiwacior
lineal de ellos = e=A0g+u0e = (-2,2,0=100,1,2+u0 2,04
2u=-2 - pu=-1
(-2,2,0=(u A, 2+ 4) = {A=2 = g=26-§ = g-26+e,=0
2A+4u=0 - 22+4[{-1)=0

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

Discute y resuelve segun los valores del parametro real A el siguiente sistema de ecuaciones.
(A-4)x+y+2z=0
-3xX+Ay+2z=0
-5x+y+(A+3)z=0

Solucidn:
(A-4)x+y+2z=0
-3x+Ay+2z=0 ; Es un sistema homogéneo y en todos los casos sera compatible
-5x+y+(1+3)z=0

0
Rang A= Rang A puesto que S 0 y la dltima columnangiee serd linealmente dependiente del resti
0
A-4 1 2 A-4 1 2
la matriz asociad al sistemaes A/ -3 A 2 |;|A=|-3 A 2 |=2-1*-2+1
5 1 A+3 5 1 A+

A=1
A=-1
Sid#zl yA#-1, Rang(A=3= Ranq_é\: fi de incognitas> Sistema compatible deternada

|A=0 = A*-12-1+1=0 = (1-)*(1+)=0 = {

En estos casgsomo {x: 0,y=0,z= 0} es solucion y debe ser Unica ya esta resuelto

-3 1 2

-3
Sid=1 = A=|-3 1 2| y Rang A=2 puesto qn.{es ji 0 = Sstema compatible indetermada
5 1 4
X=u
i -3x+y+2z=0 - X+ty=-2 X=1z .,
Nos quedamos con las ecuaciorg®s 3% = = = soluddn: Jy=u
—5x+y+4z=0 -X+y=-4z y=z

z=u
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Algebra lineal.

-5 1 2
-1
Sil=-1 => A=|-3 -1 2| y Rang A= 2 puesto qu{el j#o: Sstema compatible indeterminado
-5 1 2
X=u
, -3x—-y+2z=0 -y+ 22= 3x = X .
Nos quedamos con las ecuaciorgds 3y = = = solucdn: y=u
-5x+y+2z=0 y+ 2z= 5X 7= 2X
z=2u
Ejercicio 4.  (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)
Dadas las matrices
2 -1 1 2 3 5
A= 1 0 1 , B=| 0 1 4
-1 2 0 -1 -2 -3
encuentra una matriz X talque ADXOA = B
Solucion:
XOM,,; como AXJA=B = AODAXAf A= A0 A = x=A'BfA)
0 -1 -1
A&l_z =-2 A21:_2 =2 %1:0 =-1
2 -1 1
1 2 2
A=|'1 0 1| => |A=-1; A== 4771 Aa=| ) 7L Ae=-l 71 =
-1 2 0
=1t 9=2 =-|? == = =1
A=l = L I e B EE N
1 -2 2 -1 2 -2 1
= At=Z0-1 1 -1 = AT=l 1 -1
2 -3 1 -2 3 -1
2 1 -1 2 1 -2
Podemos calcula( TA)_l como la inversa de la matriz A-1 0 2| o mejor asf (A)_l:( Al)T: -2 -1 3
1 1 0 1 1 -1
-2 1(2 3 5/ 2 1- 3 2-2( 2 1- 1 0
x=A'BfA) = 1 -1 10 1 4|§-2 -1 3= 1 0-2P-2-1 3={0 -1 0| -
-2 3 -1{-1 -2 -3 1 1 -1 -3-1 5 1 1- 1 3-2
1 0 1
X=0 -1 O
1 3 -2
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